KATEDRA FIZYKI STOSOWANEJ

PRACOWNIA FIZYKI

Niepewnosci pomiarowe w pracowni fizycznej

Wielkos¢ fizyczng mozna wyznaczy¢ w sposob bezposredni lub posredni [1]. W pierwszym przypadku
stosujemy odpowiedni przyrzad pomiarowy, np. amperomierz do pomiaru natezenia pradu. Pomiar
posredni polega na wykorzystaniu zaleznosci wynikajacej z praw fizyki 1 wyrazonej wzorem, w ktorym
wystepuja wielkosci fizyczne dajace si¢ zmierzy¢ bezposrednio. Na przyktad, zeby wyznaczy¢ opor
elektryczny R opornika mozemy obliczy¢ go z prawa Ohma R = U/l podstawiajac do wzoru zmierzone
warto$ci nate¢zenia pradu / ptynacego przez opornik i1 napigcia U na tym oporniku. W tym przypadku, opor
elektryczny moze by¢ tez zmierzony bezposrednio omomierzem, ale wiele innych wielko$ci fizycznych
mozna zmierzy¢ tylko posrednio, bo nie ma odpowiednich przyrzadéw do ich pomiaru.

Kazdy pomiar wielkosci fizycznej jest ograniczony w swojej dokladnosci, co jest skutkiem: a)
skonczonej dokladnosci uzytych przyrzadow pomiarowych, b) niedoktadno$ci zmystow i dziatan
eksperymentatora, c) zjawisk fizycznych uniemozliwiajagcych precyzyjny pomiar, jak np. ré6znego typu
szumy w obwodach elektrycznych czutych przyrzadéw powodujace losowe fluktuacje wartosci mierzonej
[2]. Powyzsze trzy czynniki decyduja, czy ograniczamy si¢ do jednego pomiaru danej wielkos$ci, czy tez
jest on powtarzany wielokrotnie. Duze znaczenie ma tu dokladno$¢ przyrzadu pomiarowego, o ktorej
decyduje klasa przyrzadu i rozdzielczos$¢ [2] jego skali lub wyswietlacza. Gdy jest mata, kazdy kolejny
pomiar daje t¢ samg warto$¢ 1 poprzestajemy na pierwszym uzyskanym wyniku. Gdy dokladnos¢
przyrzadu jest duza i wyniki sg rézne, pomiary powtarzamy wielokrotnie. Dla przykladu, mierzac czas
trwania jakiego$ zdarzenia, np. 30 wahni¢¢ wahadla, przy pomocy zegarka z sekundnikiem wystarczy
zrobi¢ to raz, bo kazdy kolejny poprawnie wykonany pomiar da wynik mieszczacy si¢ w przedziale o
szerokosci 1 s. Natomiast gdy taki pomiar wykonamy przy pomocy stopera elektronicznego mierzacego
czas z rozdzielczoscig 0,01 s, rozrzut wynikdw pomiarow jest dobrze widoczny 1 nalezy wykonaé wiele
pomiarow, z ktorych obliczamy $rednig arytmetyczng. Lepszy przyrzad i dodatkowy wysitek wltozony w
wielokrotne pomiary optaca si¢, gdyz tak uzyskany wynik jest blizszy rzeczywistej wartosci x, wielko$ci
mierzonej x.

Podajac wynik pomiaru w sposéb profesjonalny, nalezy zawsze poda¢ rowniez jego niedoktadnos¢. Dla
jednokrotnych pomiaréw wielkos$ci x podajemy maksymalng/graniczng niepewnos¢ pomiaru Ax [2] (w
skrocie: niepewno$¢ pomiaru'), a dla pomiaréw wielokrotnych posta¢ niepewnoscilodchylenia standardo-
wego oy lub jego wielokrotnosci — najczesciej 3ok [1]. Z zalozenia, zard6wno Ax jak 1 ox s3 wielkoSciami
dodatnimi 1 mierzonymi w tych samych jednostkach co x. Czgsto sama warto$§¢ niepewnosci nie daje
jednak wystarczajacej informacji o doktadno$ci pomiaru co wida¢ na przyktadzie pomiaru dtugosci 1
szerokosci ksigzki 1 samochodu z doktadnoscia do 1 mm. Cho¢ warto$¢ niepewnosci jest taka sama,
pomiar samochodu z podang doktadnoscig jest trudniejszy niz znacznie mniejszej ksigzki. Z tego tez
wzgledu warto scharakteryzowa¢ wynik pomiaru podajac dodatkowo warto§¢ niepewnosci wzglednej
zdefiniowanej dla wielkosci x jako Ox = Ax/x lub czgdciej niepewnosci wzglednej procentowej dx% =
(Ax/x)-100%. Czasem w sytuacji gdy uzywamy obydwu poje¢ - niepewnos¢ Ax 1 niepewnos$¢ wzgledna ox
- te pierwsza nazywa si¢ szerzej niepewnosciq bezwzgledng dla uzyskania wiekszej precyzji sformutowan.

O wielko$ci niepewnosci (bezwzglednej) decyduje uzyty sprzet pomiarowy, ale tez umiejetnosci i
zmysty (wzrok, stuch, refleks) eksperymentatora. Czynnik sprzetowy da si¢ precyzyjnie oceni¢ korzys-
tajac z danych producenta, informujacego o doktadnosci lub klasie przyrzadu. Czynnik ludzki szacujemy
podajac warto$¢ niepewnosci Ax, ktorej na pewno osoba wykonujaca pomiar nie przekroczy.

1. W starszych podrecznikach [4-6] jest ona nazywana maksymalnym bledem pomiarowym. W obecnie obowigzujacej
nomenklaturze, przedstawionej w nowszych publikacjach [2,7], przez blgd pomiarowy rozumie si¢ roéznicg¢ migdzy
warto$§cig zmierzong 1 warto$cig rzeczywista, czyli x; — xo. UZytecznos$¢ tego pojecia jest jednak ograniczona glownie do
rozwazah teoretycznych, gdyz nie znamy warto$ci rzeczywistej, a cz¢sto nawet wartos$ci tablicowej mierzonej wielkosci.
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I. Szacowanie maksymalnej niepewnosci pomiaru

Niepewno$¢ pomiaru bezposredniego wynika z dokladnosci zastosowanych przyrzadoéw i
doktadnos$ci osoby wykonujacej pomiar.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Pomiar czasu

Suma czasu reakcji osoby wykonujacej do$wiadczenie, potrzebnego na wiaczenie (start) i
zatrzymanie (stop) stopera, oraz rozdzielczosci odczytu. Mozna przyjaé, ze niepewnos¢ pomiaru
czasu wynosi At = 0,2 s + 0,2 s + 0,01 s, jesli czas reakcji szacujemy jako 0,2 s a rozdzielczos¢
stopera elektronicznego wynosi 0,01 s. Czas reakcji mozemy przyjac¢ wigkszy, np. 0,25 lub 0,30 s,
gdy chcemy mie¢ wicksza pewno$é, ze nie przekroczymy obliczonej wartosci Az. Doktadne
ustalenie czasu reakcji danej osoby jest mozliwe poprzez wielokrotny pomiar czasu trwania
mierzonego zdarzenia i obliczenie dla uzyskanych wartosci odchylenia standardowego 3G.

Pomiar temperatury

Warto$¢ dziatki elementarnej, czyli odlegto$ci migdzy migdzy najblizszymi kreskami skali, np.
1°C, 0,5 °C, a nawet 0,1 °C w zalezno$ci od dokladnosci wyskalowania termometru. W
obliczeniach takg niepewnos¢ zapisujemy w kelwinach, np. AT = 0,5 K.

Pomiar masy

Masa najmniejszego odwaznika uzytego do zrownowazenia wagi szalkowej, np. Am = 10 mg = 107
kg. Przyjmujemy, ze waga jest zrownowazona, gdy dodanie albo odj¢cie odwaznika o masie Am
skutkuje wigkszym odchyleniem wskazowki od punktu ,,0” na skali wagi. W przypadku wagi
elektronicznej, jej doktadnos¢ podana jest zwykle na przyrzadzie.

Pomiar natezenia pradu

Sa dwa sktadniki niepewnos$ci pomiarowej: 1) niepewnos¢ podstawowa Al, zwigzana z doktadno-
$cig dzialania miernika, ktora okresla klasa podana przez producenta, 2) niepewno$¢ odczytu Aly.
W przypadku miernikéw analogowych, podajacych wynik przez wychylenie wskazdéwki na skali,
Al zalezy od warto$ci dziatki elementarnej (warto$¢ zakresu podzielona przez liczbe dziatek skali)
oraz wspolczynnika p charakteryzujacego precyzje z jakg mierzacy lokalizuje potozenie wskazowki
w obrebie dziatki elementarnej (poczatkujacy przyjmuja zwykle p = 1 lub 0,5, do§wiadczeni nawet
p = 0,1). Dla miernikéw cyfrowych Alq przyjmowana jest najczesciej jako rozdzielczo$¢ odczytu,
czyli wartosci jedynki wyswietlanej na ostatnim miejscu wyswietlacza.

klasa X zakres zakres
i AI=AI +AI_ = +
Dla amperomierza analogowego » od 100 P b dralek
Dla amperomierza cyfrowego A=Al +Al = klasa Xwarlt(())(s;c pomiarty .7 4z. odczytu

Pomiar napigcia
Doktadno$¢ odczytu napigcia AU z woltomierza oceniamy analogicznie jak w przypadku odczytu
natezenia pradu z amperomierza.

Niepewno$é warto$ci oporu elektrycznego nastawionego na oporniku dekadowym

Sumujemy warto$ci niepewnosci oporoOw nastawionych na poszczegdlnych dekadach, czyli

A R:Z AR Dlai tej dekady wynosi ona A Ri:klasa dekadva;/?)r(;[osc nastawiona -

Uwaga: klasa kazdej dekady moze by¢ inna.
Pojemnos¢ lub indukcyjnos¢ (przyrzad dekadowy)

AC lub AL s3 obliczane analogicznie jak dla opornika dekadowego.
Pomiar dlugosci

Warto$¢ dziatki elementarnej przyrzadu, np. 1 mm dla przymiaru liniowego (potocznie: linijki), 0,1
lub 0,02 mm dla suwmiarki w zalezno$ci od doktadnosci skali noniusza oraz 0,01 mm dla $ruby
mikrometrycznej. Nalezy zwickszy¢ te wartosci gdy granice obiektu mierzonego linijka sg nicostre
1 trudne do precyzyjnego zlokalizowania na skali.
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Przyktad 1:

*Niepewnos¢ pomiaru dlugosci preta metalowego wynosi A/ = 2 mm, gdyz poczatek preta z
doktadno$ciag do 1 mm pokrywa si¢ z zerem skali linijki, a odczytu polozenia konca preta tez
dokonujemy z doktadno$cig do 1 mm.

*Niepewnos¢ pomiaru $rednicy kulki mierzonej pod mikroskopem oceniamy na Ad = 4 dz (dz —
dziatka skali okularowej mikroskopu), gdyz ze wzgledu na nieostro$¢ obrazu granicy kulki 1
chropowato$¢ jej powierzchni polozenie brzegu kulki wyznaczone jest z doktadnoscig 2 dz z obu
stron. Jesli wartos$¢ jednej dziatki wynosi 32 pm, to Ad=1,28-10 *m, a niepewnos$¢ pomiaru jej
promienia wynosi Ar=Ad/2=64-10 "m .

*Niepewnos$¢ pomiaru nat¢zenia pragdu mierzonego amperomierzem analogowym obliczamy znajac
klase przyrzadu, nastawiony zakres oraz liczbe dziatek na skali, z ktérej dokonywano odczytu. Dla
miernika z rys. 1a: klasa wynosi 0,5 (jest podana na tarczy przyrzadu), zakres 7500 mA czyli 7,5 A, a
liczba dziatek na goérnej skali 75 oraz dolnej 60. Niepewno$¢ pomiaru wynosi wiec:

AI=0,57,5A/100 +7,5 A/75=0,0375 A+ 0,1 A=0,1375A  (dla odczytu ze skali gornej),
AI=0,5-7,5 A/100 + 7,5 A/60 =0,0375 A+ 0,125 A=0,1625 A (dla odczytu ze skali dolnej).
Warto§¢ natezenia pradu obliczamy mnozac odczytane potozenie wskazowki na skali, czyli
wskazanie, przez nastawiony zakres miernika i dzielgc przez granic¢ skali (u nas 75 dla gornej i 30
dla dolnej), tzn. I = wskazanie X zakres/granica skali. Odczytujac polozenie wskazowki z rys. 1a, dla

gornej skali /=37-7,5A/75 =3,7A, a dla dolnej /= 14,8-7,5A/30 = 3,7A.
Niepewnos$¢ pomiaru napigcia elektrycznego przy pomocy woltomierza cyfrowego z rys. 1b

obliczamy znajac jego klas¢ 0,1 dla nastawionego zakresu 1 V oraz warto§¢ pomiaru U = 0,0289 V:
AU=0,1-0,0289V/100+0,0001 V=0,0001289 V.

| == DIGITAL MULTIMETER V560 )
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Rys. 1. Mierniki elektryczne: a) miernik analogowy (amperomierzt+woltomierz magnetoelektryczny, typ LM-3) do
pomiaru napigcia i nat¢zenia pradu statego wraz z zdjgciem obrotowego przetacznika zakresow i potozenia wskazowki na
tarczy przyrzadu podczas pomiaru, b) multimetr cyfrowy (typ V560) pracujacy tu jako woltomierz pradu statego.

Kazdy pomiar ma nie tylko ograniczong dokladnos$¢, szacowang przez jego niepewnos¢, ale stanowi
okazje popetnienia btgdu podczas pomiardw, tzw. bledu grubego. Moze si¢ on pojawi¢ zarowno z powodu
zbudowania niewtasciwego uktadu pomiarowego, ztego dziatania przyrzadu lub jego niewtasciwej obstugi,
nieuwagi eksperymentatora podczas pomiarow czy zapisu wynikow. Dla przyktadu, na woltomierzu
wielozakresowym mozemy odczyta¢ poprawnie wychylenie wskazowki na skali, ale blednie zapisac
zakres pomiaru, co da nam btedny wynik. Mozemy réwniez pomyli¢ si¢ zapisujagc wyniki z niewtasciwag
jednostka, np. napigcie w [V] zamiast [mV]. Najlepszym sposobem unikni¢cia btedu grubego jest
zachowanie staranno$ci podczas pomiaru i wykonanie obliczen kontrolnych wielkos$ci mierzonej jeszcze
przed rozmontowaniem uktadu pomiarowego.

Innym rodzajem btedu, ktérego mozna i trzeba unikaé, jest blgd systematyczny. Powstaje wtedy, gdy
dokonujgc pomiarow, systematycznie/stale zawyzamy albo zanizamy warto$¢ wielko$ci mierzonej. Moze
to mie¢ miejsce, gdy np. mierzymy natgzenie pragdu amperomierzem analogowym, ktorego wskazéwka nie



wskazuje ,,zera” przy zerowym pradzie a jest wychylona np. o kilka dzialek w prawo. Gdy wykonujacy
pomiary tego nie zauwazy, wszystkie wyniki bgda zawyzone. Z takim btgdem jest trudno walczy¢,
szczegolnie gdy nie prowadzi do duzych réznic miedzy wartoSciami obliczong a rzeczywistg wielkos$ci
mierzonej posrednio. Dysponujac jednak wigksza liczbg takich obliczen, mozna przeprowadzi¢ analizg
statystyczng, aby sprawdzi¢ czy nie sg one stale zawyzone albo zanizone wzgledem wartosci rzeczywistej,
jesli ja znamy z innych pomiarow. Gdy tak si¢ dzieje, szukamy ktéry pomiar bezposredni odpowiada za
takie zawyzenie/zanizenie 1 na skutek czego taki btedny pomiar wystepuje.

Niepewno$¢ pomiaru posredniego wielkosci W obliczanej ze wzoru W(x, y, z), gdzie wz0r zapisany
jest dla przyktadowych trzech mierzonych bezposrednio wielko$ci fizycznych x, ), z, mozemy obliczy¢
metoda rézniczkowa. Postgpujac zgodnie z nig, warto$¢ AW otrzymujemy z rdzniczki zupetnej W danej
wzorem:
ow

—|A y+
oy Y

ow

0z

Ax+
ox o

Az | (1)

gdzie poszczegolne sktadniki sg rowne wartosci bezwzglednej pochodnej czastkowej wzoru W po kolejnej
zmiennej (wielko$ci mierzonej) pomnozonej przez niepewnos¢ tej wielkosci. Oczywiscie, 1los¢ wielkosci
mierzonych bezposrednio zalezy od wybranego ¢wiczenia laboratoryjnego i moze by¢ réwna od jeden do
pieciu dla ¢wiczen na Pracowni Fizyki Katedry Fizyki Stosowanej PL. Nalezy wykona¢ obliczenia
pochodnych zadanych przez wzor (1), po czym powinno si¢ mozliwie uprosci¢ posta¢ matematyczng
wzoru koncowego tak, aby po podstawieniu warto$ci pomiardw i ich niepewnosci nie wykonywacé
zbednych operacji liczbowych, mogacych zakonczy¢ si¢ bledem w obliczeniach.

Wykonujac obliczenia, notujemy wyniki posrednie, np. sktadniki wzoru (1), z rozsagdng doktadnoscia,
tzn. unikajagc nadmiernych zaokraglen, ale i zapisywania zbyt wielu cyfr. Mozna przyja¢ jako praktyczng
zasade ograniczenie si¢ do zapisu czterech cyfr nie wliczajac ewentualnych zer na poczatku, np. piszac
12,34 zamiast 12,338531 lub 0,01730 zamiast 0,017302884. Obliczony wynik koncowy AW zaokraglamy
zawsze W gore 1 zapisujemy jego warto$¢ podajac nie wigcej niz dwie cyfry, z ktérych pierwsza okresla
rzad niepewnos$ci pomiaru. Pozostawiamy zawsze cyfr¢ nizszego rzedu w sytuacji, gdyby zaokraglanie
AW do jednej cyfry znaczacej prowadzito do zwigkszenia wartos$ci o wiecej niz 10% pierwotnej wartosci.
Podajac wartos¢ W, ograniczamy ilo$¢ cyfr do rzedu cyfr znaczacych niepewnosci AW, np. g = (9,8 £ 0,2)
m/s® zamiast g = (9,791 + 0,2) m/s>. Warto poda¢ rdwniez niepewno$¢ wzgledng procentowg &W%,
okreslajaca w procentach, jaka cz¢s$¢ wielko$ci mierzonej stanowi niepewnos$¢ pomiaru:

oW =100 AW,

Tak zdefiniowany parametr pozwala na wygodne porownanie doktadnosci pomiaru danej wielkosci
fizycznej 1 wybranie optymalnej metody lub uktadu pomiarowego.

Zdarza si¢ dos¢ czesto, ze postaé wzoru obliczanej wielkosci W jest iloczynem lub ilorazem poteg
poszczegbdlnych zmiennych. Przyktadowo, dla trzech wielkosci mierzonych ma on postaé:

W(x,y,z):A~x“ysz, (2)

gdzie A4 jest dowolng stata, natomiast potegi a, b 1 ¢ sg liczbami rzeczywistymi dodatnimi lub ujemnymi.
Wtedy metod¢ rozniczkowa warto zastgpi¢ prostszg rachunkowo metodq rozniczkowa uproszczona.
Zgodnie z nig obliczamy niepewno$¢ wzgledng oW z prostego wzoru:
AW _ Ax Ay Az

LT ®
Wzor (3) mozna tatwo uzyskac z metody rézniczkowej zastosowanej do wzoru (2) w celu obliczenia AW a
nastgpnie podzielenia wyniku przez wyrazenie z prawej strony rownania (2). Po takiej operacji i
zastosowaniu warto$ci bezwzglednych, by kolejne sktadniki zawsze dodawaty si¢, a nie odejmowaty,
uzyskuje si¢ juz prawa stron¢ wzoru (3). Prosta posta¢ rownania (3) praktycznie eliminuje mozliwos¢
popehienia btedu rachunkowego podczas obliczania niepewnosci wzglednej 6/ — stad jej sktadnik nazwy
,uproszczona”. Gdy chcemy poda¢ warto$¢ niepewnosci bezwzglednej, wystarczy skorzysta¢ z zalezno$ci
AW =3W-W.

+[b| T2 + el



Przyktad 2:
Przyspieszenie ziemskie mierzone przy pomocy wahadta prostego mozna obliczy¢ ze wzoru:
47’1
gl.T)==5", )
gdzie T oznacza okres wahan, a / dlugo$¢ wahadta bedaca sumg dlugosci nici /; od punktu zamocowania
nici do gornej czesci kulki oraz potowy érednicy d zawieszonej kulki, czyli [/=[,+d/2. Pomiary daty
wyniki: [, = 119,4 cm, d = 2,46 cm i t = 44, 08 s dla n = 20 wahnie¢. Zeby obliczyé wartosé¢ g, do wzoru
(4) podstawiamy wiec /= 1,194 m + 0,0246 m/2 = 1,206 m oraz okres wahan 7'= 44, 08 s/20 = 2,204 s
2
_4m -1,2062m =9.804 m/s’.
(2,204s)
W ocenie doktadno$ci pomiaru g metoda rézniczkowa stosujemy posta¢ ogo6lng rézniczki zupeine;j:
og og
—=IAI+|==|AT
ol ’6T ‘ '
Po obliczeniu pochodnych czastkowych i uproszczeniach matematycznych, otrzymujemy wzor wyrazajacy
niepewno$¢ pomiarowa wielko$ci mierzonej w postaci:
47’ 8’l
Ag= P Al+ P AT (5)

Ag =

Do wzoru (5) podstawiamy warto$ci / i T oraz ich oszacowanych niepewno$ci pomiaru:

Al=2,025-10° m, poniewaz pomiar dtugosci nici wahadta /, jest wykonany z doktadnoscig A/, =2 mm
a $rednicy kulki d z doktadnoscig Ad = 0,05 mm (doktadno$¢ suwmiarki), wiec Al= Al + Ad/2 =2 mm
+ 0,05 mm/2.

AT=2,55-107 s, poniewaz AT = At/n, gdzie n oznacza liczbe pelnych wahnie¢ wahadla, tu n =20, a
warto$¢ At oszacowana jest jako rowna 0,25 s (start) + 0,25 s (stop) + 0,01 s (odczyt) = 0,51 s.

Podstawiajac do wzoru (5) uzyskujemy:

2 2
_ 43,14 202510 m+ 83,14 .1,2036m
(2,204s) (2,2045)

Po dokonaniu zaokraglen warto$ci mierzonej do rzedu niepewno$ci pomiarowej (tu: pierwsze miejsce po
przecinku, czyli rzad dziesigtnych), wynik pomiaru warto$ci przyspieszenia ziemskiego wyznaczanej w
¢wiczeniu mozna poda¢ w postaci g = (9,8 + 0,25) m/s>. W tym zapisie podajemy warto$¢ Ag = 0,25 m/s?
zamiast 0,3 m/s?>, gdyz takie zaokraglenie prowadzitoby do nadmiernego przyrostu Ag az o (0,30-
0,243)/0,25 = 23% zamiast dopuszczalnej maksymalnej wartosci 10%.
Ag-100, _0.25 m/s’-100
9,8m/s’
Zastosowanie metody rézniczkowej uproszczonej w postaci zaleznosci (3) do wzoru (4) daje formute
Ag_Al, AT
g [ T -

ktora jest prostsza niz ta podana wzorem (5). Latwiejsze sg tez obliczenia po podstawieniu warto$ci
zmiennych

2,55-1025=0,01652+0,2270 =0,243 %
S S S

Wzgledna niepewnos$¢ pomiaru wynosi 0 g %= %=2,6%

Ag 2,02510°m , 52,5510 s
=% +2% =0,0017+0,0231=0,0248
g 1,206 m 2,204s ’ ’ ’ ’

co prowadzi do warto$ci niepewnosci wzglednej procentowej 0g%=2,5% .

Gdy wzor uzywany do obliczenia wielko$ci W ma posta¢ uniemozliwiajaca zastosowanie metody
rozniczkowe] uproszczonej lub obliczenia pochodnych czastkowych do metody rdézniczkowej sa zbyt
trudne, warto zastosowa¢ metoda réznicowg. Polega ona na obliczeniu zmiany warto$ci funkcji W przy
przyroscie kazdej z wielko$ci mierzonych bezposrednio o wielko$¢ jej niepewnosci pomiaru. Korzystajac z
przyktadowej zaleznos$ci W(x, y, z) od trzech wielko$ci zmierzonych x, y oraz z, niepewno$¢ pomiaru



wielkosci W mozna oszacowac z wzoru:
AW=AW,, +A W+Ay+A Wia. (6)

gdzie sktadniki po prawej stronie réwnosci oznaczaja przyrosty warto$ci W nastepujace po zwigkszeniu
wartosci kolejnych zmiennych o ich niepewno$¢ pomiarowa. Kazdy z nich obliczamy jako wartos¢
bezwzgledna réznicy — stad nazwa metody — miedzy wartoscig wielkosci W dla powigkszonego argumentu
x, y albo z a wielkos$cig I dla warto$ci zmierzonych. Na przyktad, pierwszy sktadnik ma postaé:

AW, =W (x+Ax,y,2)-W(x,y,z). (7)

Zastosowanie tej metody jest mozliwe dla dowolnej ilo$ci wielko$ci mierzonych bezposrednio i dowolnej
postaci wzoru wyrazajacego zmienng W. Metoda réznicowa jest zawsze zgodna ilosciowo z metoda
rézniczkowa zaréwno gdy porownujemy AW jak i jej sktadowe (sktadniki prawej strony rownan (1) 1 (6)),
o ile tylko wielkosci niepewnosci pomiaro6w bezposrednich sg odpowiednio mate. Gdy te niepewnosci sg
juz duze 1 zaczynaja by¢ widoczne rdéznice mi¢dzy obliczanymi wartosciami, to bardziej wiarygodne/
poprawne, jak uzasadniat to Squires [4], s3 wyniki dane przez metode réznicowa.

Przykiad 3:

Metoda réznicowa zostanie zastosowana tu do oszacowania niepewnosci pomiaru wielkosci zaleznej od
dwoéch wielkoéci mierzonych bezposrednio. Zeby umozliwié poréwnanie wynikéw i pracochtonnosci
trzech podanych metod, obliczenia beda wykonane dla pomiaru przyspieszenia ziemskiego z przyktadu 2.
Wzér (6) przyjmuje tu postac:

Ag=Ag .\, +Agar . (8)
Po uwzglednieniu definicji (7) dla dwoch sktadnikoéw prawej strony rownania (8) mamy:
Ag=|g(I+Al, T)~g(1,T)|+|g(l, T+AT)~g(1,T)|. )

Oznacza to, ze obliczenia Ag wykonujemy z zaleznosci:
_|47’(1+AD) _4n’l 47’1 4x’l (10)
T’ T’ (T+AT) T
Obliczenia wartosci Ag wykonujemy dla wartosci zmiennych i ich niepewnosci podanych w przykta-
dzie 2: 1 = 1,206 m, T = 2,204 s, Al = 2,025-10° m oraz AT = 2,55-10* s. Podstawiajac do wzoru (10)
uwzgledniamy, ze g(I, T) = 47°l/T* = 9,801 m/s*, wiec przyrosty/roznice podane po prawej stronie
rownania (10) majg wartos¢:

Ag

47°(1,206m+0,002025m)

Ag, .= —9,801m/s*|=0,017 m/s’
St (2,204s)
2
Agoyy=|— e 1200M g g1 /20,223 ms?
(2,2045+0,0255s)

Niepewno$¢ pomiaru g oszacowana metodg roznicowg wynosi wiec Ag = 0,017 m/s*+ 0,223 m/s*= 0,240
m/s* = 0,24 m/s>. Metoda roznicowa daje wiec, jak nalezalo oczekiwaé, bardzo zblizong warto$¢
niepewnosci 1 jej sktadnikow jak dwie poprzednie metody z przyktadu 2.

I1. Obliczanie odchylenia standardowego pomiaréow wielokrotnych

W niektorych doswiadczeniach pomiar wielkosci fizycznej x nie daje tej samej warto$ci dla kolejnych
powtorzen pomiaru, a wartosci wykraczaja daleko poza doktadno$¢ wskazan przyrzadu. Przykladem takiej
sytuacji moze by¢ wielokrotny pomiar okresu wahan wahadla prostego przy pomocy elektronicznego
stopera, gdzie uzyskuje si¢ wyniki pomiaréw rozrzucone w szerokim przedziale wokot wartosci
rzeczywistej 7Ty, Jest to spowodowane wystgpowaniem czynnikéw przypadkowych wptywajacych na
wynik pomiaru: a) wynikajacych z niedoktadnosci zmystow i precyzji dzialania osoby wykonujace]
doswiadczenie jak np. w przypadku pomiaru okresu wahan lub b) bedacych nieodtaczng cechg zjawiska
fizycznego jak np. statystyczny charakter rozpadu promieniotwdrczego. Analiza wynikow takich
pomiarow bardzo wielu wielko$ci fizycznych pozwolita stwierdzi¢, Zze prawdopodobienstwo p(x)



uzyskania wyniku pomiaru mieszczacego si¢ w przedziale od x do x+Ax dane jest zaleznoscig p(x) =
fx)Ax, gdzie f(x) jest funkcja Gaussa:

f(x)=%e . (11)

Im wigksza jest warto§¢ parametru /s, nazywanego wskaznikiem dokladnos$ci, tym pomiary leza blizej
wartosci rzeczywistej x, . Wida¢ to na wykresie przedstawionym na rys. 2, gdzie typowy dla funkcji
Gaussa ksztalt dzwonowaty krzywej jest zwgzony w poziomie i wyraznie wyzszy w centrum dla wigkszej
wartosci h. Zeby uzyska¢ do$wiadczalne potwierdzenie poprawnosci rozktadu pomiaréw, danego wzorem
(11) 1 nazywanego rozktadem normalnym albo rozktadem Gaussa, nalezy wykona¢ mozliwie duzo
pomiardéw. Jak pokazuje przykiad 4, o jakosciowej zgodnos$ci mozemy mowié zestawiajac wyniki az 100
pomiarow, kiedy histogram dos$wiadczalnych wartosci f{x) zaczyna przebiega¢ w miar¢ blisko przez
punkty wskazane przez krzywa teoretyczng. Oczywiscie zgodno$¢ bylaby lepsza, gdyby ilo$¢ pomiarow
byta jeszcze wigksza.

3.0
3,0

287 (a) .;,r \ —--h=471s" 2,5
| ,| a=0,155 (b)

2,04
2,04

fin

1w 15 20 T 25 30 " a5 10 15 20 T 25 30 35
Okres drgan T [s] Okres drgan T [s]

Rys. 2. Wykres rozktadu Gaussa dla duzej serii pomiaréw okresu wahan wahadla prostego o wartosci rzeczywistej
okresu 7; = 2,2 s. (a) Wptyw wskaznika doktadnosci 4 na ksztalt rozktadu. (b) Zasigg wartosci o i 3o dla odchylenia
standardowego ¢ = 0,20 s (h = 3,54 s™). Obszar zakreskowany zaznacza przedzial (Ti-c, Ts+0).

Miarg rozrzutu punktéw pomiarowych wielkosci x jest odchylenie standardowe oy zwigzane z A
zaleznoscig o =1/ V2h .DlaN pomiarow wielkosci x (N > ok. 15), odchylenie standardowe oblicza si¢
z zaleznoSci:

; (12)

gdzie x; oznacza i-ty wynik pomiaru, a x¢ ich $rednia arytmetyczna. W przedziale (X,— 0, X +0 )
(patrz: rys. 2b) lezy okolo 68,3% wszystkich wynikow pomiardow, natomiast w przedziale trzykrotnie
wiekszym, tzn. wewnatrz (X,—30,,x,+30,) lezy ich az 99,7% (299 na 300 pomiardéw), czyli w
praktyce wszystkie wyniki poprawnie wykonanych pomiaréow. Kryterium 36 mowi, ze nalezy odrzuci¢
jako btednie wykonane te pomiary z duzej serii pomiarow, ktorych wyniki r6znig si¢ o wigcej niz 3¢ od
wartosci Sredniej. Niestety, kryterium to moze zawodzi¢ przy zbyt matej liczbie pomiarow np. dla N = 20,
gdyz wtedy nawet jeden btedny pomiar, tzn. blad gruby, ma znaczacy wpltyw na $rednig i przesuwajac jej
warto$¢ powigksza szerokos$¢ przedzialu 3o, tak, Ze obejmuje on tez btedny wynik.

Zeby wygodnie i bezbtednie wykonaé obliczenia odchylenia standardowego i sprawdzi¢, czy spelnione
jest kryterium 3o, warto wykorzysta¢ dotaczony arkusz kalkulacyjny [8]. Wypeliamy go, podajac
wszystkie wyniki pomiardow, przy czym mozemy skorzysta¢ z arkusza zaplanowanego na 20 lub 100
danych pomiarowych. W arkuszu obliczana jest: warto$¢ $rednia xi, odchylenie od wartosci $redniej
(nazywane tez residuum) dla poszczegdlnych pomiardw 7, =X, =X, , jego kwadrat r* i wypisywana jest
suma tych kwadratow. Po podaniu liczby pomiardéw, ze wzoru (12) obliczana jest warto$¢ odchylenia
standardowego pojedynczego pomiaru Gy; oraz 36x. Sprawdzajac poprawnos¢ pomiaréw w kryterium 3o,
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obserwujemy, czy ktores z odchylen nie przekracza tej ostatniej wartosci. Na koncu podane jest odchylenie
standardowe wartosci S$redniej O, (w literaturze oznaczone czgsto symbolem o) obliczane z
zaleznosci o, =0,/ VN,  ktore nalezy podawa¢ wraz z wynikiem pomiaru wielkosci x w postaci:

X=x,+0, . Z tekstu opracowania powinno jednoznacznie wynikac, ze liczba stojaca po znaku ,,+” to
odchylenie standardowe $redniej i w przedziale (xg—0 x X TO x§,> nalezy spodziewaé si¢ warto$ci
prawdziwej x, z prawdopodobienstwem ok. 68%, a nie 100% jak to jest przy zapisie wartosci maksymalnej
niepewnosci pomiaru A X, .

Przykiad 4:

Dla pewnej dtugosci wahadta prostego wykonano 100 pomiaroéw czasu trwania jednego okresu wahan
przy pomocy stopera elektronicznego o doktadnosci odczytu 0,01 s. Najmniejsza warto$¢ 7; w serii
pomiaréw to 2,00 s, najwigksza 2,83 s, a warto$¢ $rednia Ty, = 2,394 s. Odchylenie standardowe
pojedynczego pomiaru okresu o wynosi 0,151 s, a warto$¢ 3oy jest rowna 0,452 s. Kryterium 36 mowi,
ze wszystkie pomiary powinny leze¢ w przedziale (1,942 s; 2,846 s), co jest spetnione dla kazdego
pomiaru z tej serii. W celu obliczenia rozktadu normalnego f{7) policzono, ile pomiaréw 7; nalezy do
kolejnych przedzialéw wartosci 7 o szerokosci 0,1 s, np. do przedziatu od 2,0 s do 2,1 s. Wyniki tej analizy
przedstawia rys. 3 w postaci histogramu, na ktéorym przedstawiono tez teoretyczng zalezno$¢ obliczong ze
wzoru (11), gdzie przyjeto, ze x to 7. Zgodno$¢ wartosci doswiadczalnych (pole zakreskowane) z
teoretycznymi (czerwona linia ciagla) jest dobra, a bytaby jeszcze lepsza, gdyby zwickszy¢ znacznie liczbg

pomiarow.
3,0

teoria

2,54 dosw.

2,04

)

Okres drgan T [s]

Rys. 3. (kolor czarny) Histogram dla serii 100 pomiaréw okresu wahan wahadta prostego, dla ktorych
obliczona warto$¢ srednia okresu T = 2,394 s i odchylenie standardowe or; = 0,151 s. Dla poréwnania
narysowano wykres rozkladu normalnego (kolor czerwony) uzyskany z teorii dla tych samych
wartosci ot 1 Ts.

Przyktad 5:

Arkusz kalkulacyjny o nazwie Gauss KFS [8] pozwala wygodnie obliczy¢ warto$¢ odchylenia
standardowego 1 znalez¢ ewentualne bledy w danych pomiarowych stosujac kryterium 3c. Dla
zademonstrowania sposobu jego uzycia, wprowadzono do niego wyniki pomiarow okresu wahan wahadta:
arkusz Gauss N20 dwudziestu pierwszych, a arkusz Gauss NI100 wszystkich stu wykonanych pomiarow.
Warto$¢ odchylenia standardowego or; dla dtuzszej serii pomiarowej wynosi 0,151 s, a w przedziale o
szeroko$ci 3or; = 0,452 s wokot sredniej, czyli w przedziale (1,94 s; 2,85 s), leza wszystkie pomiary,
przy czym najbardziej oddalony od $redniej jest pomiar nr 25 o wartosci 7>s = 2,83 s. Mimo sporego
oddalenia nalezy taki pomiar uzna¢ za poprawny i bedacy konsekwencja naturalnego rozrzutu
statystycznego pomiarow. Gdyby jednak kierowa¢ sie tylko wynikami krotszej serii pomiarow,
prawidtowy wynik 2,83 s nalezaloby odrzuci¢ jako btedny, gdyz tu akceptowalny przedzial wartosci
okresu konczy si¢ na 2,78 s.




Kryterium 36 moze zawodzi¢, gdy jest zastosowane do zbyt matej iloSci pomiaréw, gdyz potrafi
zaakceptowa¢ ewidentnie bledny pomiar (tzw. blad gruby) wynikajacy z btgdnego dziatania przyrzadu,
btednego odczytu czy nieuwagi eksperymentatora. Na przyklad, hipotetyczny btedny pomiar 7 = 1,80 s
bytby akceptowany w kryterium 3¢ w serii 20 pomiardéw z przyktadu 5, co mozna sprawdzi¢ zastepujac
nim ktorgkolwiek z podanych wartoéci. Na szcze$cie, taka sama proba podjeta dla serii 100 pomiarow
pozwala stwierdzi¢ za kazdym razem btad w pomiarze. Oznacza to, ze dluzsza seria pomiarowa daje
wieksza dokladno$¢ wartos$ci Sredniej i odchylenia standardowego, a przez to zwigksza pewno$¢
wnioskowania o poprawnos$ci konkretnego pomiaru.

Obliczanie odchylenia standardowego pomiaréw posrednich

Gdy wielkos¢ fizyczna W jest mierzona posrednio poprzez obliczanie ze wzoru W(x, y, z) z
wykorzystaniem wielokrotnych pomiaroéw bezposrednich np. trzech wielko$ci fizycznych x, y i z charakte-
ryzujacych si¢ rozkladem normalnym, mamy réwniez do czynienia z rozrzutem normalnym tak
otrzymanych wynikéw W, Uzyskanie wszystkich tych warto§ci wymagatoby zastosowania programu
komputerowego, gdyz ilos¢ obliczen warto$ci W; oznaczona Ny jest rOwna iloczynowi ilosci pomiaréw
poszczegbdlnych wielkosci mierzonych bezposrednio. Dla przykladu, dla trzech wielkosci mierzonych

Ny=N_ N, N, i wystarczy przyja¢ niewygorowang liczb¢ 20 pomiaréw kazdej zmiennej, tzn.

N,=N,=N,=20, by uzyska¢ Ny réwna az 8000! Gdy zastosowanie wzoru (12) do obliczenia
odchylenia standardowego dla pojedynczego pomiaru Oy; 1 warto$ci $redniej Oy, dla tak wielu
wynikéw W, jest niemozliwe, pozostaje metoda obliczenia odchylenia standardowego ze wzoru:

ow | » (ow\ L [ew)| .
Ow.=H|—=—| 0.+ —| o, +|—=—| o 13
Wir \/(8)6) xsr+( ay) ysr+( az) z8r ( )

podanego tu dla trzech wielkosci x, y 1 z. Koncowy wynik pomiaru wielkosci W nalezy podawa¢ w postaci
W=WI(xq, Y, Zgr)io_w\,_, .

W doswiadczeniach laboratoryjnych rzadko mamy do czynienia z sytuacja, ze wystepuja tylko
wielkos$ci mierzone wielokrotnie, ktorych rozrzut wynikéw typu rozkladu normalnego jest duzo wigkszy
od niepewnosci maksymalnej przyrzadu. Wystepuja bowiem czesto wielkosci mierzone tylko jeden raz,
gdyz kazdy kolejny pomiar datby ten sam wynik. Takie pomiary nie maja wigc rozrzutu statystycznego, a
jedynie rozrzut systematyczny zwigzany z doktadnos$cig przyrzadu lub eksperymentatora, ktory mozna
oszacowac¢ jedynie przez niepewnos¢ maksymalng. Gdyby taka wielkosciag byla zmienna z, wtedy stosujac
wzor (13) nalezatoby, zamiast odchylenia standardowego, uzy¢ wartosci jej niepewnosci maksymalne;j
pomnozonej przez 1/v3, czyli o,,=Az/ V3. Warto§¢ mnoznika wynika z zastosowania wzoru (12)
do zbioru potencjalnych wartosci rzeczywistych z,, ktore wypelniaja réwnomiernie (rozktad jednorodny)
przedziat (z,—Az,z,+Az) iktére podczas pomiaru sg kwalifikowane jako warto$é zmierzona z,.

Przykiad 6:

Wyznaczanie przyspieszenia ziemskiego za pomoca wahadla roéznicowego odbywa si¢ poprzez
zastosowanie wahadta prostego ktérego dlugo$¢ nici mozemy zmienia¢. Dokonujemy pomiaru okresu
wahan T7) dla wiekszej dhugosci nici /;, a nastepnie okresu 7> dla nici skréconej do dlugosci /. Wartos¢
przyspieszenia ziemskiego g obliczamy ze wzoru:

_4r’Al
przy czym skrocenie dtugosci wahadta A/ = [, — I, = P, — P,, gdzie P, i P, oznaczaja pozycj¢/potozenie na
pionowej skali milimetrowej zacisku ograniczajacego dlugo$¢ nici wahadta.

W celu mozliwie doktadnego zmierzenia przyspieszenia ziemskiego, dokonano 50 pomiaréw okresu 7}
dla P, = 0,447 m oraz 50 pomiaréw 7 dla P, = 0,052 m mierzac za kazdym razem czas trwania pigciu
wahni¢¢ zamiast jednego, gdyz zwigkszato to doktadno$¢ pomiaru okresu. Korzystajac ze wzoru (14) ,
przy pomocy specjalnie napisanego programu, obliczono 2500 wartosci g dla kazdej kombinacji 7' 1 T>.
(50x50 roznych par). Majgc te wartoSci obliczono: warto$¢ $rednig go = 9,790 m/s?, odchylenie
standardowe pojedynczego pomiaru g, czyli c, = 0,88 m/s*, oraz odchylenie standardowe wartoSci $redniej

(14)
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o, =0,38 m/s’/V2500 = 0,018 m/s>. W tej sytuacji mozna poda¢ warto$¢ przyspieszenia ziemskiego w
postaci gi = (9,79+0,018) m/s*>. Uzyskana warto$¢ przyspieszenia ziemskiego rozni si¢ o ok. 1,2 S, od
wartosci tablicowej gu» dla Lublina wynoszacej 9,8112 m/s? - zawiera wiec warto$¢ guw, w przedziale 3csg R
moze by¢ dlatego uznana za poprawnie zmierzong. Takie podej$cie ma jedng wade — zakladamy, ze
niepewno$¢ pomiaru Al jest na tyle mata, ze nie ma istotnego wptywu na wynik obliczen g. Niestety jest to
trudno osiggna¢ w pracowni.

Pozbawiony tej wady 1 prostszy technicznie sposob okreslenia wartosci g opiera si¢ na wykorzystaniu
wzoru (14) do ktoérego wstawiamy wartosci $rednie okresow wahan: T & = 2,397 s 1 1> & = 2,035 s.
Uzyskujemy w ten sposob warto$¢ g« = 9,715 m/s>. Ocena niepewnos$ci pomiaru w tym przypadku
wymaga zastosowania wzoru (13) dla dwéch wielkosci mierzonych wielokrotnie: 7) oraz 7, oraz trzeciej
wielkosci Al mierzonej tylko raz. Po uproszczeniach uzyskujemy w ten sposob wzor:

_ AN 2T, 0, ? ) 2T,0,,, ’ 2 (A(Al))2

Og, Tm Tm 72 Tm O 114 7 _1° 6\ A (15)

Podstawiajac do wzoru (15) wartosci: 0, =0,0035s | o, =0,0027s i A(A/)=0,002m
otrzymujemy wynik o, =0,122 m/s’. Wynik koncowy ge = (9,72+0,13) m/s® jest tu nieco mnigj

doktadny niz uzyskany powyzej innym sposobem, ale warto$¢ tablicowa g, zawiera si¢ tu juz nawet w
przedziale o szerokos$ci O,y

1sr 1sr 2sr

II1. Aproksymacja liniowa danych pomiarowych metodq najmniejszych kwadratow

Czesto spotykanym zadaniem w analizie danych doswiadczalnych jest wykonanie wykresu zaleznosci
jednej wielkosci fizycznej od drugiej, np. y od x, gdyz rysunek pozwala tatwiej dostrzec charakter tej
zaleznosci 1 zgodnos$¢ teorii z do$wiadczeniem. Na przyktad, moze to by¢ wykres zaleznosci drogi
hamowania samochodu od jego predkosci poczatkowej czy oporu elektrycznego przewodnika od jego
temperatury. Na profesjonalnie wykonanym wykresie powinny zosta¢ zaznaczone punkty pomiarowe oraz
przebiegajaca optymalnie migdzy nimi gltadka krzywa, najlepiej wynikajaca z rozwazan teoretycznych.
Czesto spotykanym bledem, ktorego nalezy unikac, jest poprowadzenie krzywej tamanej poprzez taczenie
kolejnych punktow. Zeby znalezé optymalng krzywa, ktorej przebieg okresla funkcja liniowa, potegowa,
wielomianowa czy eksponencjalna, wystarczy skorzysta¢ z arkusza FExcel. W przypadku bardziej
skomplikowanych funkcji, konieczne jest skorzystanie ze specjalnych programéw do sporzadzania
wykresoOw naukowych jak np. Origin lub do analizy danych np. Statistica. Mozemy jednak takie obliczenia
wykona¢ samodzielnie i stosunkowo latwo, gdy zalezno$¢ migdzy wielkosciami y 1 x jest liniowa, czyli
opisana rownaniem

yv=a-x+b , (16)

gdzie wielkoS$ci a 1 b sg wspdlczynnikami regresji (aproksymacji) liniowej

Szczegolnie proste sa obliczenia w przypadku klasycznej regresji liniowej, tzn. gdy poszczegolne punkty
Pi(xi, yi) reprezentuja wyniki pojedynczego pomiaru i nie musimy oblicza¢ ich odchylenia standardowego.
Zaktadamy wtedy, ze znaczenie lub $cislej waga kazdego punktu w obliczeniach jest jednakowa i wynosi
1. Algorytm obliczania wspotczynnikow a 1 b dla N punktéw na wykresie wynika z minimalizacji
parametru S, bedacego sumg kwadratow rdznicy (patrz rys. 4) wspotrzednej y; kazdego z punktéw i jego
aproksymowanej wartoéci  ¥;=ax;+b obliczonej z rdOwnania linii proste;:

i=N

S(a,b)=). (y Z (ax +b)] . (17)

i=1 i=1
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Rys. 4. Oddalenie w pionie N punktéw pomiarowych (tu N = 5) od linii prostej aproksymujacej te dane.

Celem obliczen jest znalezienie takich optymalnych wartosci a 1 b, aby parametr S przyjmowal wartos¢
minimalng. Stad pochodzi tez nazwa - metoda najmniejszych kwadratéow (MNK). Z matematycznego
punktu widzenia oznacza to, ze pochodne czastkowe po a i b dla tych wartosci powinny zerowac si¢, czyli

0S/0a=0 i 0S8S/0b=0 . Po obliczeniu pochodnych czgstkowych rownania (17) uzyskuje sie uklad
roOwnan:

Da si¢ go zapisa¢ w postaci uktadu rownan liniowych:

aZx +be—nyl
l:N i:N i:N

ad xFb2 1=y,
i=1 i=1 i=1

gdzie niewiadomymi sg a 1 b, a wspdtczynnikami réwnania sg poszczegdlne sumy. Rozwigzanie uktadu
rownan (18) mozna uzyska¢ poprzez obliczenie wyznacznikow rownania 1 poszczeg6lnych niewiadomych:

; (18)

W M I}

¢ T L XY
=1 - i v T ) (19a-c)

Zx N Z N i i Vi

Rozwigzaniem uktadu réwnan (18) sg a 1 b o warto$ci:

II
-
Q

b= JW (20)

Znajac juz optymalne wartosci wspotczynnikow a i b, mozna narysowac lini¢ prosta y=a-x+b
aproksymujacg punkty pomiarowe Pi(xi, y;). W tym celu obliczamy z rownania (16) wartos¢ y dla dwoch
réznych argumentdéw x, najlepiej na poczatku i koncu przedziatu zmiennosci, by przez tak otrzymane dwa
punkty poprowadzi¢ lini¢ prosta. Przyklad takiego wykresu jest pokazany na rysunku 4, ktory przedstawia
zalezno$¢ momentu sity niezbednej do skrecenia preta o dany kat. Jak wida¢ linia aproksymujaca nie
przechodzi przez kazdy z punktow (uniemozliwia to rozrzut wartosci pomiardéw), ale przechodzi migdzy
punktami, pozostawiajac dwa z nich wyraznie wyzej, dwa nizej, a reszta punktéw lezy blisko prostej. Taki
przebieg prostej upewnia nas, ze obliczenia zostaly wykonane poprawne. Gdyby narysowana prosta
aproksymujaca biegta wyraznie poza obszarem danych doswiadczalnych lub pod innym katem do osi X,
oznaczaloby to, ze popetiliSmy blad w obliczeniach a i b lub podczas rysowania proste;.

Stopien odchylenia punktow do$wiadczalnych od aproksymujacej linii prostej ma wpltyw na niepewnos¢
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uzyskanych warto$ci wspotczynnikdéw a 1 b — im jest on wiekszy tym warto$ci odchylenia standardowego
0. 1 6,53 wicksze. Obliczenie ich warto$ci umozliwiaja dwa ponizsze wzory:

1
=

i i=N i=N
N' <yi_axi_b)2 (;x?);(yi_axi_b)z (21a, b)
(N=2)-W O™

1l
—_

o,=

(N=2)-Ww

Dopasowanie linii prostej do punktow pomiarowych na wykresie ocenia si¢ tez w profesjonalnych

opracowaniach wynikow podajac jedng liczbe - wspdtczynnik determinacji oznaczony R* i zdefiniowany
i=N =

i=N

nastepujaco Z ( yi—y)zl Z ( )fl.—?)z, gdzie y jest wartoscig $rednig wspotrzednych y punktow.
i=1 i=1

Parametr R* przyjmuje warto$¢ z przedziatu (0; 1), przy czym im jego warto$¢ jest blizsza jednosci, tym

stopien dopasowania funkcji aproksymujacej do danych doswiadczalnych jest lepszy.

Przyktad 7:

W celu zademonstrowania metody najmniejszych kwadratow dokonano analizy wynikow
doswiadczenia polegajacego na skreceniu napr¢zonego druta mosi¢znego pod wplywem momentu sity
przytozonego do jednego z jego koncow. Moment sity byt dobrze mierzalny, gdyz jest réwny iloczynowi
cigzaru szalki o masie 27,1 g obcigzanej dodatkowo cigzarkami o maksymalnej masie 275 g i ramienia
dziatania tej sity o wartosci R = 13,25 cm. Kat skrecenia byl mierzony z doktadnoscig do 1° wzgledem
poczatkowego potozenia. W programie MNK KFS.xls [9] w arkuszu o nazwie MNK-pret jako zmienna x
podany jest kat skrecenia, a jako zmienna y warto§¢ momentu sity powodujgcego takie skrecenie. W
wierszu 16 podane sg warto$ci sum niezb¢dne do obliczenia wyznacznikow ze wzordéw (19a-c), wartosci a
1 b ze wzoru (20) oraz ich niepewnosci ze wzoru (21a,b).

Dla takiego wykresu tangens kata nachylenia uzyskanej linii prostej, rowny wspolczynnikowi a, jest
tozsamy z momentem kierujagcym preta D. Zgodnie z wynikami z arkusza, wynosi on 0,00473 Nm/deg,
czyli 0,271 Nm/rad. Niepewno$¢ pomiaru AD = Aa = 6,85 10° Nm/deg, co stanowi zaledwie 1,4%
wartosci D. Pomiar D jest wigc dos¢ doktadny, co wynika ze starannego wykonania pomiaréw i
zastosowania metody najmniejszych kwadratéw. Gdyby natomiast oblicza¢ moment kierujacy dla
kolejnych punktow pomiarowych, przyjmujac pierwszy punkt P(0 Nm; O rad) jako punkt odniesienia, to
warto$ci D zmieniatyby si¢ w szerokim przedziale od 0,0090 Nm/deg do 0,0048 Nm/deg, a wigc bylyby
znacznie mniej doktadne.

Moment sity [Nm]

0,0

T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 EY
Kat skrecenia preta [deg]

Rys. 5. Wykres danych pomiarowych i linii prostej aproksymujacej te dane, uzyskanej metoda
najmniejszych kwadratow, dla preta mosieznego poddanego dziataniu skretnego momentu sity.
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