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Podstawowe informacje

W analizie dynamicznej rozpatrywany jest ruch mechanizmu z udziatem sit. Opis

zachowania sie uktadu mechanicznego opiera sie gtownie na prawach Newtona w

szczegdlnosci drugim wyrazonym rownaniem F=md. Wyrdznia sie dwa

podstawowe zadania dynamiki:

= ustalenie ruchu (przyspieszenia, predkosci i przemieszczenia) przy znanym
obcigzeniu zewnetrznym (proste zadanie dynamiki ang. forward dynamics
problem). Dane sita F i masa m a szukane przyspieszenie a,

= ustalenie obcigzenia zewnetrznego do realizacji znanego ruchu (odwrotne
zadanie dynamiki ang. inverse dynamics problem). Dane przyspieszenie a i masa
m a szukana sita F,

Inne rozpatrywane zagadnienia to:

= wyznaczenie reakcji w parach kinematycznych,
= wywazanie,

=  okreslenie sprawnosci mechanizmu,

= dobdr kota zamachowego,

= analiza drgan maszyn i mechanizmow.



Podstawowe informacje

Uproszczenie analizy mozna uzyska¢ stosujgc zasade d’Alemberta, polegajgcg na
sprowadzeniu problemu dynamicznego do zagadnienia rozwigzywanego metodami
statyki. W rdwnaniu sit (lub momentdéw) uwzglednia sie sity (lub momenty)
bezwtadnosci oprécz pozostatych sit (lub momentédw) zewnetrznych. Poniewaz
problem dynamiczny rozwigzuje sie jak statyczny, ten rodzaj analizy jest okreslany
jako analiza kinetostatyczna.

Analiza statyczna rowniez jest wykonywana do wyznaczenia sity lub momentu
rownowazgcego czy sit reakcji.



Podstawowe informacje

Podziat sit

sity czynne (np. pochodzace od silnika),

sity bierne (np. od oporéw technologicznych)
bezwtadnosci (ruch zmienny, ¥ # const.),
ciezkosSci (oddziatywanie pola grawitacyjnego).

Rys. Mechanizm korbowy z sitami zewnetrznymi (sity
reakcji w parach kinematycznych nie sg zaznaczone)
[Marghitu 2005]

e Reakcje w parach kinematycznych*: v
o .
e normalne (od naciskdow), - L_,E—_ -
. . y F
e styczne (od tarcia), / ;'6(;.- 3
. f . . W.....

e Sity spdjnosci wystepujgce w materiale (np. w Pu  Fn
rozwaianym przekr(?ju poprzecznym) i Sfuiac§ do Rys. Schematy réwnowagi cztonéw swobodnych
wyznaczania naprezen (wytrzymatos¢ materiatow, mechanizmu korobwego (sity reakcji sg traktowane
PKM). jako zewnetrzne) [Marghitu 2005]

*Sity reakcji w parach kinematycznych traktowane sg jako wewnetrzne, gdy mechanizm analizowany jest catosciowo fgcznie z
podstawag (przy zaniedbaniu tarcia).

W przypadku wydzielenia z mechanizmu cztonu lub cztonédw poprzez uwolnienie od wiezdw w postaci schematu réwnowagi ciata
swobodnego (ang. free body diagram) sity te traktowane sg jako zewnetrzne.
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Sity bezwtadnosci

Zmiana predkosSci rozumiana jako zmiana jej wartosci lub kierunku oznacza wystepowanie
przyspieszenia a wiec i sit bezwtadnosci. Cztony majg mase roztozong w sposdb ciagty, dlatego
sity bezwtadnosci elementarnych mas tworzg ciggte pole sit. Ciggte pole sit mozna zastgpic sitg
wypadkowg. W przypadku doktadnego wyznaczania naprezeri moze to by¢ zbyt daleko idgce uproszczenie.

Rys. Ciaggte pole sit bezwtadnosci Rys. Zastgpienie ciggtego pola sit sitg B i
elementarnych mas [Miller 1996] momentem bezwtadnosci M, [Miller 1996]

Sita bezwtadnosci Bobliczana jest na podstawie Il zasady dynamiki Newtona i ma przeciwny
zwrot w stosunku do wypadkowej sity powodujgcej zmiane przyspieszenia:

B = —mad
Podobnie na podstawie tej zasady mozna sformutowa¢ moment bezwtadnosci M,

Mb — —Isg



Podstawowe informacje

Sity bezwtadnosci

Moment bezwtadnosci M, i sita bezwtadnosci B (rys. 1) mogg by¢ zastgpione jedng sitg
bezwtadnosci B; (rys. 2 b). W tym celu moment bezwtadnosci M, zamieniany jest na pare sit
B (rys. 2 a). Wartos¢ momentu pary sit jest rGwnowazny zastepowanemu momentowi, a
wartosc sity rowna jest sile bezwtadnosci B, co mozna zapisac:

M, = B;h

B; = B = —mag

Dla tak ustalonych zatozen i wykorzystaniu wtasciwosci pary sit nastepuje redukcja sit B i B
dziatajacych na wspdlnym kierunku. Pozostaje jedynie sita B; w odlegtosci h od srodka
ciezkosci S.
_ % _ 158 a)

h = =
B; mag

Rys. 2. Redukcja sity i momentu bezwtadnosci do jednej sity wypadkowe;j:
a) zastgpienie momentu bezwtadnosci My, para sit B; - h, b) wypadkowa
sita bezwtadnosci B; w odlegtosci h od srodka ciezkosci S [Miller 1996]

Rys. 1. Ciato swobodne pod dziataniem sity
i momentu bezwtadnosci [Miller 1996]
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Sity bezwtadnosci w szczegdlnych przypadkach ruchu

Ruch postepowy

W ruchu postepowym kazdy punkt cztonu ma takie samo przyspieszenie. Wypadkowa sita
bezwtadnosci B jest przytozona do srodka masy S, ma kierunek zgodny z przyspieszeniem a lecz
jej zwrot jest przeciwny. Wypadkowa sit zewnetrznych i sit bezwtadnosci zawsze lezg na
wspalnym kierunku przechodzgcym przez srodek ciezkosci.

B

ool
!

= —md;

Rys. Sita bezwtfadnosci w ruchu
postepowym [Miller 1996]
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Sity bezwtadnosci w szczegdlnych przypadkach ruchu

Ruch obrotowy

W ruchu obrotowym, w ogdlnym przypadku, sSrodek masy nie pokrywa sie z osig obrotu.
Wystepujg sita bezwiadnosci B i moment bezwtadnosci M, (e # 0). Wypadkowa sita

bezwtadnoéci B = —md, jest przytozona do $rodka masy S. Moment bezwtadnosci 1\7,, = —I;&
obliczany jest na podstawie masowego osiowego momentu bezwtadnosci I, ktérego oS
przechodzi przez srodek masy S i jest rownolegta do osi obrotu.

Rys. Sita i moment bezwtadnosci w ruchu
obrotowym [Miller 1996]

Sumujgc momenty wzgledem bieguna B otrzymuje sie rdwnanie

zMiB = I,¢ + |BS|mat = I;e + |BS|m|BS|s = (I, + |BS|*m)s
i
- IB‘S twierdzenie Steinera

czyli
MZ = IBE

Rownanie to mozna rowniez otrzymac na podstawie twierdzenia o
krecie i okresSlane jest jako dynamiczne rownanie ruchu
obrotowego [Leyko 2012]. Suma momentéw wszystkich sit
zewnetrznych M, wzgledem osi obrotu jest rowna iloczynowi
masowego momentu bezwfadnosci Iz wzgledem osi obrotu i
przyspieszenia katowego ¢.
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Sity bezwtadnosci w szczegdlnych przypadkach ruchu

Ruch obrotowy

Site i moment bezwtadnosci mozna zastgpi¢ jedng wypadkowgq sitg bezwtadnosci podobnie jak
to zostato przeprowadzone dla ciata swobodnego. Kierunek wypadkowej sity B, przecina sie z
kierunkiem BS w punkcie W (rys. 2). Pamietajac, ze B; = B i o rownolegtosci kierunkow
dziatania sit nalezy zauwazy¢, ze ich sktadowe normalna (od$Srodkowa) i styczna sit sg sobie
rowne. Kierunek sity normalnej przechodzi przez Srodek obrotu, a wiec nie ma wptywu na
moment wyznaczany wzgledem niego. Z tego wynika, ze uwzglednienie momentu
bezwtadnosci M, ktéry jest zawsze sumowany z momentem od sity stycznej Bf, odbywa sie

poprzez zwiekszenie odlegtosci od srodka obrotu. Dlatego odlegtos¢ |BW | jest zawsze wieksza
od |BS| (dlae =0, |BW| = |BS]).

Rys. 1. Sita i moment Rys. 2. Redukcja sity i momentu
bezwtadnosci w ruchu bezwtadnosci do jednej sity wypadkowe;j
obrotowym [Miller 1996] A w ruchu obrotowym [Miller 1996]
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Sity bezwtadnosci w szczegdlnych przypadkach ruchu

Ruch obrotowy

Wyznaczenie odlegtosci |BW| moze by¢ przeprowadzone w oparciu
o rownanie rownowagi momentow wzgledem sSrodka obrotu -
wypadkowej sity bezwtadnosci oraz sity i momentu bezwtadnosci:

Y Mg = I;e + |BS|mal = |BW|mal podstawiajac al = €|BS|

I;e + |BS|*me = |BW||BS|me

Is
|[BS|m

|BW| =

I

+ |BS| pamietajac, ze i2 = =

is

|BS]

|BW| =

+ |BS]|
i2 - promiers bezwtadnosci
czyli zgodnie z wymiarami na rys. 2

-2
l
|BW|=p+e=;s+p

)
l

ISW|=e==
p

Rys. l.VS/if”ré/iNr;\oment bezwtadnosci
w ruchu obrotowym [Miller 1996]

Rys. 2. Redukcja sity i momentu
bezwtadnosci do jednej sity wypadkowe;j
w ruchu obrotowym [Miller 1996]
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Sity bezwtadnosci w szczegdlnych przypadkach ruchu

Ruch obrotowy

Wyznaczony punkt W jest okreslany jako punkt uderzen, wahnien
lub srodek wahan (ang. center of percussion). Przytozona sita
zewnetrzna, na kierunku prostopadtym do BW i przechodzgcym
przez punkt W, nie wywota dodatkowej stycznej sity reakcji w
punkcie obrotu. Jedyna sita reakcji bedzie réwnowazy¢ site
odérodkowg B® = —m|BS|w? = —malwywotana przyspieszeniem
normalnym.

W praktyce znajomos¢ potozenia punktu wahnien moze by¢
stosowana w trakcie projektowania urzgdzen do minimalizacji sit
reakcji w tozyskach lub maksymalnym wykorzystaniu sity
bezwtadnosci, jesli zadaniem cztonu obrotowego jest uderzenie w
inny obiekt (np. mfot Charpy’ego). Inne zastosowanie to
projektowanie narzedzi recznych jak mtotek lub sprzetu sportowego
np. rakieta tenisowa czy kij bejsbolowy w celu redukcji drgan
przenoszonych na reke.

Rys. Sita fi‘r/nc/)ment bezwtadnosci w
ruchu obrotowym [Miller 1996]

Rys. Redukcja sity i momentu
bezwtadnosci do jednej sity wypadkowe;j
w ruchu obrotowym [Miller 1996]
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Sity bezwtadnosci w szczegdlnych przypadkach ruchu

Ruch obrotowy

W ramach ruchu obrotowego mozna rowniez wyodrebni¢ specyficzne warunki
przemieszczania sie cztonu.

Srodek masy S nie pokrywa
sie z osig obrotu

W przypadku cztonu ptaskiego i ruchu
obrotowego, w ktérym srodek masy pokrywa
sie z osig obrotu, wystepuje przypadek
idealnego wywazenia. Dla statej predkosci
katowej nie wystepujg zadne wypadkowe sity i
momenty bezwtadnosci. Z punktu widzenia
projektowania cztonu i wytrzymatosci

1. Jesli w * Q' e+ 0, 1. Jesli w #0,e#0, materiatdbw nalezy odrzuci¢ uproszczenie o
wystepuje B i M,, wystepuje M, sitach  wypadkowych i  traktowaé  sity
2.Jedliw # 0, =0, 2.Jedliw # 0,e =0, bezwtadnosci jako ciggte pole sit dziatajgce na
wystepuje B. brak jest sit i momentéw kazdg czastke materiatu. Po przekroczeniu

. bezwtadnodci. odpowiednio duzej predkosci katowej element
3.Jedliw=0,e#0 ulegnie rozerwaniu na skutek istniejgcych
(potozenie zwrotne), 3.Jesliw=0,e#0 (od$rodkowych) normalnych sity bezwtadnosci.
wystepuje B i M,. (potozenie zwrotne),

wystepuje M,
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Sity bezwtadnosci w szczegdlnych przypadkach ruchu

Ruch ptaski

W ruchu ptaskim praktycznie zawsze wystepuje sita bezwtadnosci B i moment bezwtadnosci
M,, poniewaz (chwilowy) $rodek obrotu ma zmienne potfozenie najczesciej nie przechodzace
przez srodek masy, a przyspieszenie kgtowe w trakcie ruchu mato kiedy jest rowne zero.

Sita bezwtadnosci dla cztonu 2, zgodnie z oznaczeniami na rysunku, jest réwna:

Fp, = —mya,
gdzie:

a, — przyspieszenie srodka masy,
m, —masa korbowodu,

a moment bezwtadnosci wynosi

— o F
sz = _Iz 82 BEZWLADNOSC!
gdzie:

&, — przyspieszenie kagtowe korbowodu, —

I, — masowy moment bezwtadnosci korbowodu wzgledem —

srodka masy.

Rys. Korbowdd w ruchu ptaskim z zaznaczong sitg Fp,
i momentem M,,, bezwtadnosci [Gronowicz 2003]
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Sity bezwtadnosci w szczegdlnych przypadkach ruchu

Ruch ptaski

Site i moment bezwtadnosci mozna wyrazi¢ tylko poprzez moment bezwtadnosci
My, okreslony wzgledem chwilowego srodka obrotu

Myo2 = —lp2&2
gdzie:
&, — przyspieszenie kagtowe korbowodu, SIEA TARCIA

I, — masowy moment bezwtadnosci korbowodu wzgledem
chwilowego srodka obrotu.

Rys. Korbowdd w ruchu ptaskim z zaznaczong sitg Fp,
i momentem M,,, bezwtadnosci [Gronowicz 2003]
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Zasada d’Alemberta

Sita bezwtadnosci zwana réwniez sitg d’Alemberta (lub fikcyjng) zostata pierwszy raz okreslona
przez francuskiego fizyka i matematyka Jean le Rond d'Alembert. Zauwazyt on, ze przenoszac
iloczyn masy i przyspieszenia na strone zewnetrznej sity wypadkowej otrzymuje sie z Il prawa
Newtona réwnanie pozwalajgce na analize dynamiczng mechanizmoéw metodami statycznymi
(analiza kinetostatyczna). Suma wypadkowych sit zewnetrznej i bezwtadnosci rowna jest zero,
Co oznacza, ze rozwazany uktad jest w rownowadze - zasada d’Alemberta.

Przy znanym przyspieszeniu punktu cztonu sztywnego mozna wyznaczy¢ wypadkowq sit
zewnetrznych lub odwrotnie. W ponizszych réwnaniach nie wystepuja sity wewnetrzne, co
utatwia analize dynamiczng mechanizmu.

Pierwsze réwnanie wynika z przyspieszenia
liniowego a drugie z przyspieszenia katowego
cztonu, w ktéorym symbol / oznacza masowy
moment bezwtadnosci wyrazony w kg-m?2.

Rys. Zastgpienie ciggtego pola sit sitg i
momentem bezwtadnosci [Miller 1996]
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Masowy moment bezwtadnosci

Dla uktadu punktéw materialnych osiowy masowy moment bezwtadnosci I okreslony jest jako
suma iloczynow poszczegdlnych mas m; i kwadratéw odlegtosci rl-z od rozpatrywane;j osi.

— 2
I = Zmiri
i

Obiekty rzeczywiste majg mase roztozong w sposob ciggly, dlatego masowe momenty
bezwtadnosci s wyrazone najczesciej w postaci catki

I=Jr2dm



Podstawowe informacje

Masowy moment bezwtadnosci

g ~
Shape Name Rendering Mass Moment of Inertia L.
Tab. Masowe momenty bezwtadnosci dla
Cylinder y L= b obiektédw o prostych ksztattach, poczatek
,,———_-___I_ ‘ : uktadu wspbtrzednych jest w $rodku
( -”“--Z')r I, = ;7 [m(3r® + 1)) masy [Myszka 2012]
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Masowy moment bezwtadnosci

Biegunowy masowy moment bezwfadnosci |, wzgledem bieguna O rowny jest potowie sumy

osiowych momentow bezwtadnosci:

o

1
I, =§(1x+1y+lz)

Promien bezwtadnosci i, jest rOwniez stosowany do wyrazania masowego momentu bezwtadnosci i
jest réowny iloczynowi kwadratu promienia bezwtadnosci i masy:

I, =i2m
stagd promien bezwtadnosci wynosi

. I

ly = E

Promien bezwtadnosci moze by¢ postrzegany jako odlegtosci od osi, w ktérej znajduje sie catkowita
masa obiektu. Masowy moment bezwtadnosci obliczany na podstawie promienia bezwtadnosci ma
taka sama wartosc¢ jak rozpatrywanego ciata wzgledem tej samej osi.

Podobnie masowy moment bezwtadnosci moze by¢ okreslony jako iloczyn masy zredukowanej m,.. i
odlegtosci od rozpatrywanej osi:

L = %Myeq
Interpretowac to mozna jako poszukiwanie wartosci skupionej masy, przy zadanej odlegtosci od osi
tak, aby moment bezwtadnosci byt rowny momentowi bezwtadnos¢ (wzgledem tej samej osi)

. I
rozpatrywanego obiektu. Myog = r_’;
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Masowy moment bezwtadnosci

Osiowe masowe momenty bezwtadnosci podane w tabeli dla typowych prostych ksztattow
odnoszg sie dla przypadku, w ktdrym osie przechodza przez srodek masy. W celu wyznaczenie
osiowego masowego momentu bezwtadnosci wzgledem osi réwnolegtej do osi wzgledem
ktdrej moment jest znany, mozna zastosowad twierdzenie Steinera (ang. parallel axis theorem
lub ang. Steiner's theorem):

L, =L, + mc?

L1 - poszukiwany masowy moment bezwtadnosci X1 X
wzgledem osi x, [kg:m?],

L1 - znany masowy moment bezwtadnosci wzgledem osi x

[kg-m?],

m — masa obiektu [kg], COM ¢
¢ — odlegtos¢ miedzy réwnolegtymi osiami [m].

Osiowe masowe momenty bezwtadnosci obliczone
wzgledem tej samej osi mogg by¢ dodawane i - >
odejmowane.

Rys. O$ x przechodzi przez srodek masy COM walca
a 0$ x, jest do niej rdwnolegta i odlegta o ¢
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Masowy moment bezwtadnosci

Srodek masy dla ksztattéw ztozonych z prostych bryt wzgledem bieguna mozna wyznaczy¢ z

zaleznosci:
r = 2 Ty
2 m;
a wzgledem osi x
O imix;

x =
¢ Zimi

Dla obiektow o skomplikowanych ksztattach masowy moment bezwtadnosci i srodek masy
moga by¢ wyznaczone doswiadczalnie albo poprzez zeskanowanie 3D lub wykonanie modelu
brytowego w programie typu CAD i odczytanie wartosci obliczonych w sposéb numeryczny.



Modelowanie dynamiczne — dobor silnika

Wstep

Modelowanie matematyczne to odwzorowanie zachowania rzeczywistych obiektéw i zjawisk
za pomocg zaleznosci matematycznych. Celem modelowania jest zwiekszenie wiedzy poprzez
symulacje - rozwigzanie modeli matematycznych w przedziale czasowym i prezentacje
wynikdw. Modele sg zawsze uproszczeniem rzeczywistych obiektdw i zachodzacych zjawisk,
niemniej umozliwiajg sformufowanie podstawowych i szczegdétowych wnioskdw o ich
zachowaniu w réznych warunkach.

Podziatu modeli matematycznych mozna dokonac¢ ze wzgledu na liczbe stopni swobody.
Wyrdznia sie modele ciggte (o nieskoniczonej liczbie stopni swobody - DOF), dyskretne (o
skonczonej liczbie DOF) i dyskretno-ciggte (model skfada sie z elementéow ciggtych i
dyskretnych). Modele matematyczne réznig sie sposobem zapisu i doktadnoscig. Wyrdznia sie
modele analityczne, pét-analityczne, numeryczne i hybrydowe. Modele analityczne wyrazone
sg za pomocg rownan mogacych mieé rozwigzania doktadne i sg zapisywane przez osobe
tworzagca model. Modele numeryczne z zatozenia pozwalajg na otrzymanie wyniku
przyblizonego. Bardzo czesto tworzenie takich modeli odbywa sie w dedykowanych
programach, a sama posta¢ wzordw nie jest znana (np. MES w typowych programach). Modele
pot-analityczne zawierajg gtdéwnie model analityczny, a cze$¢ parametréw wyznaczana jest za
pomocg réwnan dajgcych wynik przyblizony. Modele hybrydowe to potaczenie modeli
analitycznych i numerycznych, gdzie czesé obiektow jest okreslona modelami analitycznymi a
pozostate obiekty modelami numerycznymi*.

*Podane definicje modeli analitycznych, numerycznych, pét-analitycznych i hybrydowych sg propozycjg autora, nie sa wiec powszechnie uznawane. Niestety autor nie dotart do opracowan
wyjasniajgcych te zagadnienia w sposob wystarczajacy. Powszechne uzycie komputerow w catym procesie projektowania, w tym obliczerr, w pewnym stopniu zaciera réznice miedzy
modelami.



Modelowanie dynamiczne — dobor silnika

Wstep

Modelowanie dynamiczne w TMM to odwzorowanie dziatania rzeczywistych maszyn i
mechanizmow z uwzglednieniem sit za pomocg réwnan matematycznych.

Wiekszosé¢ wystepujacych modeli w TMM ma skoriczong liczbe stopni swobody (modele
dyskretne) i opisywane sg za pomocg réwnan rézniczkowy zwyczajnych w przeciwienstwie do
modeli ciggtych reprezentowanych przez réwnania rézniczkowe czgstkowe. Modele dyskretne
(ang. lumped-parameter models) przedstawiajg mechanizmy w postaci cztondw sztywnych o
okresSlonej liczbie stopni swobody. Masa cztondw skupiona jest w Srodku masy. Wtasciwosci
zwigzane ze sztywnoscig i ttumieniem, wystepujace pomiedzy cztonami, reprezentowane sg
przez bezmasowe elementy sprezyste i ttumigce.

Modele dynamiczne maszyn i mechanizmdéw tworzone sg na podstawie praw fizyki a w
szczegoblnosci: praw Newtona, zasady zachowania energii i zasady zachowania pedu.

Rys. Wizualizacja modelu dyskretnego z
cztonami sztywnymi o 12 stopniach
swobody [Jedlinski 2021]




Modelowanie dynamiczne — dobor silnika

Wstep

Projektujgc produkt napedzany silnikiem inzynierowie stajg przez zadaniem jego doboru. Typ silnika
moze by¢ oczywisty lub narzucony, np. w duzych samochodach ciezarowych stosowane sg obecnie
silniki spalinowe o zaptonie samoczynnym, a w domowych kosiarkach do trawy silniki spalinowe o
zaptonie iskrowym albo silniki elektryczne. W przypadku mozliwosci zastosowania réznych typow silnika
wyboru nalezy dokona¢ poprzez sprawdzenie, ktéry rodzaj najlepiej spetnia zatozenia projektowe.
Mozna podac ogdlne kryteria doboru typu silnika:

rodzaj wymaganego ruch cztonu napedzajgcego: obrotowy albo postepowy, w jednym czy w obu
kierunkach, precyzja przemieszczenia, wystepowanie momentu podtrzymujgcego blokujacego
przemieszczenie po zatrzymaniu,

dostepnosc zrodet energii,

wymagany moment obrotowy albo sita, predkos¢ obrotowa lub predkos¢ w ruchu postepowym,

koszt zakupu i eksploataciji,

trwatosé i niezawodnosé dziatania i rozruchu,

warunki pracy,

tryb pracy — praca ciggta, przerywana lub dorywcza,

praca przy statej czy zmiennej predkosci obrotowej,

rozruch pod obcigzeniem czy bez obcigzenia,

masa silnika,

ilos¢ silnikow i koniecznos¢ synchronizacji ich pracy,

wytwarzany przez silnik hatas, drgania i inne niepozgdane procesy,

mozliwo$¢ odzysku energii w trakcie hamowania,

sprawnosci itd.
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Wstep

W ramach przedstawionych kategorii mozna dokona¢ dalszego podziatu np. silniki elektryczne
dzielg sie na pradu statego i przemiennego, a te z kolei na kolejne rodzaje w zaleznosci od
kryterium podziatu. Liczba rodzajow silnikdw jest wiec duza i kazda grupa odznacza sie
charakterystycznymi wtasciwosciami. Prawidtowy dobdr silnika wymaga dobrej znajomosci
wtasciwosci silnikdw, urzadzen napedzanych i pozostatych czynnikdw oddziatywujgcych na nie.
W pracy maszyny mozna wyodrebni¢ trzy charakterystyczne etapy:

- rozruchu — czas od wtgczenia silnika do osiggniecia zadanej predkosci,

- pracy — etap w ktérym predkos¢ ma wartos¢ zadang,

- wybiegu — okres od momentu rozpoczecia procesu zatrzymania do ustania ruchu.

|
Grg= = =t
|
|
|
|
|
|
l
|
|
0 CZAS 1 CZAS . CZAS J
ROZRUCHU -l RUCHU USTALONEGO % WYBIEGU

Rys. Etapy ruchu maszyny [Miller 1996]
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Wstep
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Rys. Przyktadowe charakterystyki silnikow 1
fazowych pradu przemiennego [Mott 2018]

spalinowego
[https://warsztat.pl/artykuly/moment-
obrotowy-i-moc-silnika-a-jego-obciazenie-
2,56464]
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Wstep

Trzy etapy pracy urzadzenia zostang krotko omoéwione z perspektywy analizy dynamicznej.

Etap rozruchu

Wiaczenie silnika moze odby¢ sie pod obcigzeniem lub bez obcigzenia. Jest to o tyle istotne, ze niektdre typy silnikdéw maja
zerowy moment rozruchowy (np. silnik spalinowy i teoretycznie silnik elektryczny synchroniczny) albo znacznie mniejszy niz
nominalny moment obrotowy. Wynika z tego, iz niezbednym minimum przy rozruchu z obcigzeniem jest sprawdzenie czy
moment rozruchowy silnika jest wiekszy od momentu oporéw maszyny. Celem analizy dynamicznej moze by¢ sprawdzenie
czasu rozruchu przy znanym obcigzeniu i momencie napedowym lub ustalenie wartosci momentu napedowego aby rozruch
trwat okreslony czas. Na przyktadzie silnikow elektrycznych nalezy zaznaczy¢, ze charakterystyka silnika moze zostaé
zmieniona np. poprzez zastosowanie urzgdzen takich jak soft start czy przemiennik czestotliwosci, a zmiany te powinny byc¢
uwzglednione w analizie.

Etap pracy

W trakcie pracy przy zadanej statej predkosci obrotowe;j silnika moga wystepowac jej nieduze zmiany. Przyczyng moze byc¢
zmienne obcigzenie lub sposdéb dziatania silnika (np. spalinowego, krokowego). Celem analizy dynamicznej jest ocena
nierownomiernos$¢ biegu maszyny i ogélne badanie zachowania sie w zmiennych warunkach w trakcie pracy. Minimalizacja
nierownomiernosci biegu moze by¢ osiggnieta poprzez np.: dobdr kota zamachowego, dobdr silnika o korzystniejszej
charakterystyce, wywazenie mechanizmu dzwigniowego jesli taka czynnos$é nie zostata wykonana, zastosowanie ttumika
drgan, zastosowanie sprzegta o innej charakterystyce czy wykonanie zmian konstrukcyjnych urzadzenia.

Etap wybiegu

Analiza dynamiczna w tym etapie dotyczy gtéwnie sprawdzenia czasu potrzebnego do zatrzymania przy zadanym momencie
hamujgcym lub odwrotnie. W celu skrécenia czasu zatrzymania stosowane sg hamulce lub mozna poprzez odpowiednie
sterowanie hamowac silnikiem jesli jest to mozliwe (np. silnik asynchroniczny moze pracowaé w trybie pradnicowym, a
wytworzona energia moze by¢ przekazana do sieci energetycznej).
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Omowione zostang wybrane aspekty doboru silnika w sposdb uproszczony na przyktadzie
silnika o ruchu obrotowym.

1. Rozruch bez obcigzenia
1.1. Staty moment obcigzajgcy w trakcie pracy
1.2. Zmienny moment obcigzajacy w trakcie pracy

2. Rozruch pod obcigzeniem
2.1. Staty moment obcigzajacy przy rozruchu i w trakcie pracy
2.2. Zmienny moment obcigzajacy i predkos¢ obrotowa w trakcie pracy

3. Wybieg (hamowanie)
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1. Rozruch bez obcigzenia
1.1. Staty moment obcigzajgcy w trakcie pracy

Jest to najprostszy przypadek (teoretyczny). Ograniczajgc do minimum analize wystarczy dobrac
silnik o okreslonej predkosci obrotowej, ktérego moment obrotowy (czynny) jest wyiszy od
momentu obcigzajgcego (biernego)*.

Producenci najczesciej podajg moc P silnika i predkos¢ nominalng, a wynikiem obliczen
projektowych sg najczesciej moment lub sita, dlatego nalezy wyznaczyé potrzebng moc w celu
doboru silnika.

p__Mn P = Mw
9554,14
gdzie:
gdzie: P—mocwW,
P —moc w kW, M — moment obrotowy w Nm,
M — moment obrotowy w Nm, w — predkos¢ katowa w rad/s.

n — predkos¢ obrotowa w obr/min.

P =Fv

gdzie:
P—mocw W, F—sitaw N, v— predkosc¢ liniowa w m/s.

*Wymagana predkos¢ obrotowa watu wejsciowego urzgdzenia moze by¢ inna niz silnika i w zaleznosci od rodzaju urzgdzenia oraz typu silnika
rézne sg metody jej dostosowania. Podobnie jest z okresleniem o ile wiekszy powinien by¢é moment obrotowy od obcigzajgcego. Jest to
uzaleznione od stopnia pewnosci informacji o momencie obcigzajacym, wystepujacych potencjalnych przecigzeniach, odpowiedzialnosci i funkcji
urzadzenia, zaktadanej sprawnosci (np. silniki elektryczne osiggaja najwyzszg sprawnosc najczesciej przy maksymalnym obcigzeniu), dostepnych
typoszeregdw mocy silnika, itd.
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1. Rozruch bez obcigzenia
1.2. Zmienny moment obcigzajacy w trakcie pracy

Podobnie jak w poprzednim przypadku niezbedne jest sprawdzenie czy moment obrotowy jest
wiekszy od momentu obcigzajgcego w wymaganym zakresie predkosci obrotowe;j.
Doktadniejsza analiza wymaga budowy modelu dynamicznego i symulacji.
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2. Rozruch z obcigzeniem
2.1. Staty moment obcigzajacy przy rozruchu i w trakcie pracy

Uproszczony przypadek doboru silnika pracujgcego przy statym obcigzeniu zostat juz
omowiony w punkcie 1.1. Podobnie jest w trakcie rozruchu, moment obcigzajgcy (bierny) musi
by¢ mniejszy od momentu obrotowego (czynnego) silnika. Czas rozruchu nie powinien trwa¢é
zbyt dtugo z dwéch podstawowych powoddéw. Dazy sie do tego aby czas od wtaczenia maszyny
do mozliwosci wykonania przez nig pracy byt jak najmniejszy, poniewaz jest to uzasadnione z
ekonomicznego punku widzenia i oczekiwan klientéw. Po drugie, nie wszystkie typy silnikow
moga pracowac z petnym obcigzeniem przy niewielkiej predkosci obrotowej w stosunku do
nominalnej przez dtuzszy okres czasu. Dotyczy to np. silnikdw elektrycznych asynchronicznych
indukcyjnych bez dodatkowego chtodzenia, gdyz grozi to ich przegrzaniem sie i w konsekwencji
uszkodzeniem.

Okreslenie czasu rozruchu i wymaganego momentu obrotowego

Moment obcigzajgcy w trakcie rozruchu najczesciej pochodzi tylko od momentu bezwtadnosci
cztondw maszyny. Zaktadajac jego statg wartosc jak i statg wartos¢ momentu obrotowego
silnika w zakresie od 0 do predkosci nominalnej (w rzeczywistosci nie wystepuje silnik o takiej
charakterystyce) mozna wyznaczy¢ czas rozruchu z drugiego prawa Newtona. Przedstawione
zatozenia upraszczajg analize rozruchu rzeczywistego.
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2. Rozruch z obcigzeniem
2.1. Staty moment obcigzajacy przy rozruchu i w trakcie pracy

Okreslenie czasu rozruchu i wymaganego momentu obrotowego

Drugie prawo Newtona dla ruchu obrotowego ma posta¢ M = I i mozna je zapisac jako
M=1%
dt
gdzie:
M = Mg — M, > 0 — moment catkowity (wypadkowy), M - moment obrotowy, M, - moment bierny (obcigzajgcy) —w Nm,
I — masowy moment bezwtadnosci cztonéw urzgdzenia w kgm?,
€ — przyspieszeni kgtowe w rad/s?,
w— predkos¢ katowa w rad/s,
t—czas ws.

Poniewaz zatozono, ze M = const. i I = const. przyspieszenie kgtowe rowniez ma statg wartosc,
Aw

a wiec pochodng mozna zastgpi¢ przyrostem i wzor zapisa¢ w postaci M = | v

gdzie:
Aw = w, — w4 — przyrost predkosci katowej, w; = 0 — predkos¢ poczatkowa, w, — predkos¢ nominalna silnika,
At = t, — t; — przyrost czasu, t; = 0 — czas poczatkowy, t, — czas koncowy,

M = I% - wymagany moment catkowity do rozruchu urzadzenia w okreslonym czasie t,,
2

t, = I% - czasu potrzebny do rozruchu urzadzenia przy statym momencie catkowitym M,

w w
: M, =1-2orazt, =12
ta Mg
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2. Rozruch z obcigzeniem
2.1. Staty moment obcigzajacy przy rozruchu i w trakcie pracy

Okreslenie czasu rozruchu i wymaganego momentu obrotowego

Drugie prawo Newtona dla ruchu postepowego ma posta¢ F = ma i po przeksztatceniach
analogicznych do poprzednich otrzymano zaleznosci:

1% . . . y .
F = mt—2 - wymagana sifa catkowita do rozruchu urzadzenia w okreslonym czasie t,,
2

t, = m%z - czas potrzebny do rozruchu urzadzenia przy statej sile catkowitej F,

.. . 1%
a dla rozruchu bez obcigzenia: F, = m—%orazt, = m=2

1%
ty Fq

Dokfadniejsza analiza wymaga budowy modelu dynamicznego i symulaciji.
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2. Rozruch z obcigzeniem
2.2. Zmienny moment obcigzajacy i predkosé obrotowa pracy

Uproszczony przypadek doboru silnika pracujgcego przy zmiennym obcigzeniu w trakcie pracy
zostat juz omowiony w punkcie 1.2. Doktadniejsza analiza wymaga budowy modelu
dynamicznego i symulacji.
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3. Wybieg (hamowanie)

Zmniejszenie predkosci nastepuje w wyniku dziatania oporéw towarzyszacych dziataniu urzadzenia lub w
sposdb wymuszony. Opory, powszechnie wystepujgce w maszynach, to przede wszystkim opory tarcia i
opory ptyndw (aero i hydrodynamiczne). Na ogoét dazy sie do tego, aby etap wybiegu trwat mozliwie
krétko podobnie jak i etap rozruchu. Generalnie zwieksza to bezpieczenstwo i zmniejsza czas, w ktorym
urzadzenie nie jest dostepne dla uzytkownika, a w niektérych typach maszyn wymagane jest szybkie lub
awaryjne zatrzymanie. Wymuszenie zatrzymania w krotkim czasie realizowane jest poprzez zastosowanie
dodatkowego hamulca lub hamowanie silnikiem.

Korzystajgc z wzordw przedstawionych dla rozruchu w punkcie 2.1 mozna okresli¢

M, = I%, M=M,— M, <0,M,=0,w, =0, t; = 0; przy zatozeniach I = const., M = const.,
2
a w ruchu postepowym sita hamujgca
F, = m%, F=F.—-F,<0,F.=0,v, =0, t; = 0; przy zatozeniach m = const., F = const.
2
wq
t, =1—
2 M,
i sity hamujgcej (biernej)
tz == mv_l
Fp

Doktadniejsza analiza wymaga budowy modelu dynamicznego i symulaciji.
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Ruch mechanizmu lub cztonu pod wptywem sit opisywany jest dynamicznym rownaniem
ruchu (w analizie kinematycznej jest to réwnanie ruchu). W najprostszym przypadku jest to
jedno réwnanie, lecz doktadniejszy opis wymaga zazwyczaj utworzenia kilku lub kilkudziesieciu
rownan. llos¢ rownan uzalezniona jest od liczby stopni swobody dla pojedynczego cztonu* oraz
ilosci cztonéw traktowanych indywidualnie w analizie i stopnia ruchliwosci dla mechanizmu.
Zmienng niezalezng wzgledem ktérej wyznacza sie rozwigzanie moze by¢ czas albo potozenie
katowe lub liniowe cztonu czynnego.

Podstawowym rownaniem dynamicznym ruchu stosowanym przy doborze silnika jest
rownanie wyprowadzone z zasady rownowagi pracy i energii kinetycznej. Drugg metodg jest
otrzymanie dynamicznego rownania ruchu z drugiego prawa Newtona. Rdwnanie otrzymane z
rownania rownowagi pracy i energii stosowane jest przede wszystkim do analizy
mechanizmow o ruchliwosci rownej jeden z jednoczesng redukcja sit i mas lub momentow sit i
masowych momentow bezwtadnosci. W wyniku redukcji cztony mechanizmu w analizie
traktowane sg jak pojedynczy cztfon i rozwigzywane zagadnienie ma jeden stopien swobody.
Analiza mechanizmu na podstawie drugiego prawa Newtona czesto stosowana jest w
przypadku niezaleznego opisu ruchu kazdego z jego cztondéw. Liczba stopni swobody modelu
dynamicznego réwna jest liczbie réwnan lub niezaleznych wspdtrzednych opisujgcych
potozenia cztondw. Rdine aspekty funkcjonowania mechanizmdédw mogg by¢ badane na
podstawie dynamicznych rdwnan ruchu.

*Rozwazania dotyczg cztondw sztywnych
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Zasada rOwnowagi pracy i energii kinetycznej — rownanie ogodlne

Zasada rownowagi pracy i energii kinetycznej moze by¢ wyprowadzona na podstawie Il prawa Newtona. Na
punkt materialny dziata wypadkowa sita F. Sktadowa sita styczna do toru ma wartos¢ F cosa oraz
pamietajac, ze przyspieszenie a = dv/dt mozna napisa¢ dynamiczne rownanie ruchu [Leyko 2012]:

dv
m— = Fcosa
dt

mnozgc obie strony rownania przez v przyjmuje ono postaé

dv
mv— = Fvcosa
dt
. . ... d [(mv? mv dv dv ..
Poniewaz masa m ma statg warto$éi — =2——=mv—  otrzymuje sie:
dt \ 2 2 dt dat
4
d [(mv? v &
— = Fvcosa
dt\ 2
. mv?
przeksztatcajac d ( . ) = Fvcosadt
wiedzac, ze vdt = ds
mv?
d 2 = Fcosads Rys. Ruch punktu materialnego [Leyko 2012]

Elementarny przyrost energii kinetycznej dT dL Elementarna praca sity P
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Zasada rOwnowagi pracy i energii kinetycznej — rownanie ogodlne

Zasada rownowagi pracy i energii kinetycznej w postaci rézniczkowej ma wiec postac
dL = dT

Czton mechanizmu potfaczony z silnikiem wykonuje najczesciej ruch obrotowy oraz niekiedy
postepowy.
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Zasada rOwnowagi pracy i energii kinetycznej — rownanie ogodlne

Ruch obrotowy

dL = Mde

ar = d (11 2)
— E w
1
Mde =d (Elaﬂ)

dla I = const. a_ 0
de

dw
M = IE (Il prawo Newtona)

M—d(p(lw)
dlaI(p)iw(e)
M—112 da)+1d1 2_1d<pda)+1dl
240 T 2d0® T dtde " 2de?
dw+1dl 5
= ——w
dt 2deo

2

dL = Fds

1,
dT = d<§mv >
1
Fds=d<zmv2>
d (1
ds( mv >

dlam(s)iv(s)

F—l ) dv+1 de_ dsdv+1 de
2™V s T2V as T Macds T2V ds

dv 1dm

_ 2
at T2’

F=m
d

dla m = const. 2= = 0
das

dv
F = ma (I prawo Newtona)
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Zasada rOwnowagi pracy i energii kinetycznej — rownanie ogodlne

Dla (pojedynczego) cztonu I(¢@) oznacza, ze masowy moment bezwtadnosci zmienia sie, co moze by¢
skutkiem zmiany rozmieszczenia masy lub ilosci masy. Podobnie m(s) oznacza, ze ilos¢ masy cztonu w
trakcie ruchu ulega zmianie. Jezeli masowy moment bezwtadnosci cztonu jest staty w ruchu obrotowym i
masa cztonu jest stata w ruchu postepowym, to wtedy zasada rdwnowagi pracy i energii kinetycznej
przyjmuje postac¢ drugiego prawa Newtona (ostatnie zaleznosci na poprzednim slajdzie).

Mechanizmy najczesciej posiadajg wiecej niz jeden czton ruchomy. W celu uproszczenia analizy zastepuje sie
wszystkie cztony ruchome jednym cztonem zwanym czfonem redukcji (rozwazania dotyczg mechanizmow o
ruchliwosci rdwnej 1). Na czton redukcji moze byé wybrany dowolny czton mechanizmu, jednak zwykle jest
to czton napedzajacy albo roboczy. W wyniku redukcji otrzymujemy model o jednym stopniu swobody
opisany jednym rownaniem. Aby zachowanie mechanizmu sprowadzonego do jednego cztonu redukcji byto
rownowazne (w ramach przyjetych uproszczen) rzeczywistemu mechanizmowi nalezy odwzorowac
witasciwosci zwigzane z masg. Jesli czton redukcji wykonuje ruch postepowy nalezy wyznaczy¢ mase
zredukowang, a dla ruchu obrotowego zredukowany moment bezwtadnosci. Proces ten okreslany jest jako
redukcja mas. Sity i momenty dziatajgce na cztony mechanizmu nalezy zastgpié sifq zredukowangq (dla ruchu
postepowego) albo momentem zredukowanym (dla ruchu obrotowego) dziatajgcym na czton redukc;ji.
Okresla sie to jako redukcja sit.



Modelowanie dynamiczne — dobor silnika

Redukcja mas

Zastgpienie wszystkich cztondw ruchomych mechanizmu jednym cztonem redukcji wymaga odwzorowania
wiasciwosci zwigzanych z masg. Wychodzi sie z zasady rownosci energii kinetycznej catego mechanizmu
Y. T; i cztonu redukcji T,,- [Miller 1996, Felis 2008]

T, = z T;

Energia kinetyczna cztonu w ruchu ptaskim T jest rowna sumie energii kinetycznej w ruchu postepowym
1 L . o . 1 .
T, = Emvcz z predkoscig srodka masy v, i energii kinetycznej w ruchu obrotowym T, = Elocwz z osiowym
masowym momentem bezwtadnosci I, ktdrego o$ przechodzi przez srodek masy.
1 1

T = Emvf +§Ioca)2



Modelowanie dynamiczne — dobor silnika

Redukcja mas

Rodzaj ruchu czfonu redukcji

Ruch obrotowy

1

Tzr=21zrwzr va + Lw? Tzr——mzrvzr ——va + [jw?
—Ira)zr— va + Lw? mzrvzrz va +Iw
Moment bezwtadnosci zredukowany I ,,. Masa zredukowana m,,.

-3z (2] oS (2 )]

a)

Rys. Schemat kinematyczny uktadu korbowego a) i redukcja
masy cztondéw do cztonu redukcji 2 w postaci momentu
bezwtadnosci zredukowanego /,,» b) [Miller 1996]




Modelowanie dynamiczne — dobor silnika

Redukcja mas

Rodzaj ruchu czfonu redukcji

Ruch obrotowy

Moment bezwtadnosci zredukowany I ,,. Masa zredukowana m,,.

2 2 2 2
I —Z my (=) + 1, (= m —Zm Z) (2
zZr l wzr l (Uzr zZT l vzr L UZT

Z otrzymanych zaleznosci opisujgcych zredukowang mase i moment bezwtadnosci wynika, ze sg one state w
trzech przypadkach fgcznie zachodzacych:

* stata jest masa cztonow,

» state s masowe momenty bezwtadnosci cztondw wzgledem srodkéw mas,

* state sg ilorazy predkosci (przetozenia).

Dwa pierwsze warunki czesto sg spetnione w mechanizmach natomiast trzeci zalezy od typu mechanizmu.
State przetozenia wystepujg dla cztonéw wykonujgcych ruch obrotowy potgczonych przektadniami o statym
przetozeniu. W przypadku stosowania wariatorow albo w mechanizmach dZzwigniowych przetozenie miedzy
cztonami najczesciej nie jest state.



Modelowanie dynamiczne — dobor silnika

Redukcja sit

Zastepujac ruchome cztony mechanizmu cztonem redukcji nalezy réwniez zastgpic¢ sity
zewnetrzne dziatajgce na cztony sitg zredukowang dla ruchu postepowego cztonu redukgcji
albo momentem zredukowanym dla ruchu obrotowego cztonu redukcji. Skutek energetyczny
oddziatywania sit zewnetrznych na cztony i sity zredukowanej albo momentu zredukowanego
na czton redukcji powinien by¢ taki sam. Uzyskanie zaleznosSci do redukcji sit opiera sie na
rownosci mocy.

Pzrzzpi

P,,- - chwilowa moc cztonu redukgji,
Y. P; - chwilowa moc cztonéw mechanizmu.

Moc i- tego cztonu w ruchu ptaskim ma postacé:

Pi = Z(Fivi cos a; + Miwi)

F; - sita dziatajaca na i- ty czton,

v; - predkos¢ punktu i- tego cztonu, w ktdrym przytozona jest sifa,

a; - kat pomiedzy wektorem (kierunkiem) sity F; i wektorem (kierunkiem) predkosci v;,

M; - para sit dziatajgca na czton i- ty czton, jesli para sit M; i predkos¢ katowa ma taki sam zwrot we wzorze
jest znak (+), jesli zwroty sg przeciwne (-),

w; - predkos¢ katowa i — tego cztonu.



Modelowanie dynamiczne — dobor silnika

Rodzaj ruchu czfonu redukcji

Ruch obrotowy

ZT(UZT

Z(F v; cosa; + M;w;)

%

My, w,y = Z(Fivi cosa; * Miwi)

Wi )
Wazr;

Moment zredukowany M ,,.

cosa; + M;

2 (e

zr

MZT

Redukcja sit

= F,,v,-dlacosa,,. =0

ZP —Z(Fvlcosal+Mwl)

ForVor = E(Fivi cosa; + M;w;)

Wi >
UZT'

Sita zredukowana F ,,

v.
E,. = E <Fi—l cosa; + M;
vZT‘

Rys. Sity zewnetrzne dziatajgce na uktad korbowy a)
i redukcja sit do cztonu redukcji 2 w postaci
momentu zredukowanego M, b) [Miller 1996]




Modelowanie dynamiczne — dobor silnika

Redukcja sit

Sita zredukowana i moment zredukowany moze mie¢ warto$¢ dodatnig lub ujemna. Jesli
wartosc jest dodatnia sity czynne sg wieksze niz bierne, a jesli wartos¢ jest ujemna odwrotnie.
Dlatego sita zredukowana i moment zredukowany zapisywane sg takze jako:

Ey = Fpe — Fpp
My, = Mypc — Mgy

F, . - sity zredukowane czynne,
F,,p - sity zredukowane bierne,
M,,.. - moment zredukowany czynny,
M,,, - moment zredukowany bierny.

W obliczeniach sity zredukowanej F,, i momentu zredukowanego M,, pomija sie sity i
momenty bezwtadnosci. Jesli zostang one uwzglednione zwroty bedg przeciwne do sit i
momentow réwnowazacych [Felis 2008].

Rys. Czton redukcji w ruchu obrotowym a) i w
ruchu postepowym b) [Miller 1996]




Modelowanie dynamiczne — dobor silnika

Zasada rOwnowagi pracy i energii kinetycznej — rownanie ogodlne

Ponownie mozna zapisa¢ réwnania dynamiczne ruchu w postaci rdozniczkowe] z zasady
rownowagi pracy i energii kinetycznej dla cztonu redukcji oraz sity i momentu zredukowanego.

Ruch obrotowy

dla L, (¢) i w(¢) dla m,,-(s) i v(s)
do 1dl, 7o 2 L0
M, = I, dt - E do w* S dt 2 ds v

dm
dl Dlam,,.=const. — =0
Dla I,,= const. P 0 zr ds

dv
dw E,=m, — (I prawo Newtona)
M, =1, dt

— Il prawo Newtona
LT (Il'p )

Rézniczkowe rownania ruchu majg rozwigzania analityczne tylko w szczegdlnych przypadkach.
Wynika to z faktu, ze moment bezwtadnosci zredukowany I,,- i moment zredukowany M,,. oraz
masa zredukowana m,,. i sita zredukowana F,,- najczesciej sg zmienne w czasie, a to powoduje,
ze obecnie rozwigzanie w sposob scisty nie jest mozliwe. Przyktadowe rozwigzania analityczne i
numeryczne zostaty omdéwione w podrecznikach np. [Felis 2008, Felis 2007, Miller 1996, Pylak
1986].
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