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Cw. 10. Wyznaczanie momentu bezwtadnosci bryt nieregularnych

Wprowadzenie

Obserwowane w przyrodzie ruchy cial mozna opisa¢” stosujgc podziat na ruch postgpowy i
ruch obrotowy. W ruchu postepowym wszystkie punkty ciata poruszajg si¢ po torach o jednakowym
ksztalcie, ktore sa tylko przesunigte wzgledem siebie w przestrzeni o pewien wektor. W ruchu
obrotowym ciala wszystkie jego punkty poruszajg si¢ po okregach (patrz rys. la), ktorych srodki
leza na jednej prostej — osi obrotu. Ruchem postgpowym porusza si¢ np. na prostym odcinku drogi
samochod, ktérego predkos¢ moze zmienia¢ wartos¢, ale nie zmienia kierunku. Ten sam samochod
okrazajacy rondo, bez zmiany odlegltosci od jego $rodka, porusza si¢ ruchem obrotowym.

Zwiazek ruchu ciata z dziatajacymi sitami bada dziat fizyki — dynamika. Juz w XVII w. Izaak
Newton sformulowat trzy zasady dynamiki opisujace ruch postepowy ciat. II zasada dynamiki
mowi np. ze cialo o masie m pod wplywem wypadkowej sily F bedzie zmieniato swoja predkosé
w tempie okreslonym przez nadane mu przyspieszenie o wartosci G=F/m.Prawo to ma
zastosowanie do ciat poruszajacych si¢ takim ruchem, ze tory wszystkich jego punktow mozna
uzna¢ za jednakowe. Stuszne jest ono wigc nawet dla pewnych ruchow obrotowych, jak np. matej
kulki doczepionej do dlugiej nici i wirujacej wokot osi obrotu. Ruch samochodu na rondzie mozna
opisa¢ tym prawem tylko w pewnym przyblizeniu, ktore jest tym lepsze im mniejszy jest stosunek
rozmiarow samochodu do promienia drogi wokoét ronda. Generalnie jednak opis dynamiki ruchu
obrotowego wymaga zastosowania innych poje¢ i praw niz te stosowane dla ruchu postgpowego.

Do opisania zwigzku parametrow ruchu obrotowego cial z dzialajagcymi sitami niezbedne byto
wprowadzenie zasad dynamiki ruchu obrotowego. Zasady te przyjmuja posta¢ szczego6lnie prosta w
przypadku cial, ktoére nie odksztalcajg si¢ podczas tego ruchu, tzn. odlegtos¢ miedzy dowolnymi
dwoma punktami tego ciala nie zmienia si¢. Jesli tak jest, to moéwimy, ze mamy do czynienia z
bryta sztywng. Il zasada dynamiki dla bryly sztywnej ma postac:
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gdzie € jest przyspieszeniem katowym, M momentem sity a I momentem bezwtadnosci tej bryty
wzgledem osi obrotu. W przypadku, gdy o$ obrotu bryly nie zmienia swojego potozenia wzgledem
ciala (jest z nim na sztywno zwigzana) oraz nie zmienia ona swojego kierunku w przestrzeni, postac
IT zasady dynamiki ruchu obrotowego mozna zapisa¢ bez wektorow w postaci
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Przyspieszenie katowe bryly sztywnej ¢ ma S$cisly zwigzek z innymi wielkosciami kinema-
tycznymi bryty — predkoscia katowa w1 drogg katowa a:

* Zajmuje si¢ tym dzial fizyki - kinematyka
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gdyz predkos¢ i droga katowa sg zwigzane zalezno$cig w=dal/dt. Poniewaz droge katowa a(?),

wyrazajaca kat o jaki obrocita si¢ bryta w czasie ¢, mierzymy w radianach ([a] = rad), to jednostka
predkosci jest rad/s a przyspieszenia rad/s’.

b)

Rys. 1. a) Ruch obrotowy bryly sztywnej z zaznaczonymi kotowymi torami ruchu dwoéch
wybranych punktow (czarne elipsy) oraz osig obrotu (czerwona linia przerywana). Pokazany
jest rowniez rozktad na sktadowa rownolegta i prostopadty do osi obrotu wektora przytozenia
sity ¢ 1 sity F. Jeden z wycinkdéw bryly o masie m; odlegly jest o 7 od osi obrotu. b)
Sktadowe wektorow decydujace o wartoSci momentu sity.

Moment sily jest wielkoscig wektorowg zdefiniowang jako iloczyn wektorowy wektora
potozenia 7 punktu do ktérego przylozono site i wektora tej sity F (patrz rys. la).

M=7,XF. (4)
Gdy bryla sztywna obraca si¢ wokot uniermchaminnej osi obrotu, jak to ma miejsce w wigkszosci
maszyn, wartos¢ momentu sity wynosi M=r F-sing (rys. 1b). Zalezy wiec nie tylko od wartosci
rzutu sity F na kierunek prostopadly do osi obrotu, ale tez od ramienia sity (odlegtosci punktu
przytozenia sity od osi obrotu) oraz od sinusa kata miedzy ramieniem sity » a skladowa
prostopadia sity F'.

Moment bezwladnosci I bryly wzgledem danej osi jest wielkoscig skalarng zdefiniowanag
nastepujaco:
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gdzie sumowanie obejmuje wszystkie wycinki bryty na ktore zostata myslowo podzielona, m; jest
masg i-tego wycinka a r; jest jego odlegtoscig od osi obrotu (rys. 1b). W przypadku bryt tréjwy-
miarowych, takie sumowanie z matematycznego punktu widzenia da si¢ wykona¢ i ma postac catki
po objetosci bryty (catka trojwymiarowa), ktdrg zapisuje si¢ nastepujaco

I= v,z) 1 dxdydz,
f{fp(xy |7 dxdy ©

gdzie p(x, y, z) jest lokalng gestoscig bryly w punkcie o wspotrzednych x, y, z, a r jest odlegtoscia
od osi obrotu. Moment bezwladnos$ci bryt regularnych o jednorodnej gestosci p mozna obliczy¢ z
definicji (6) przez catkowanie. Uzyskane tak wartosci momentéw bezwladnosci wybranych bryt
regularnych zawiera Tab. 1.



Tab. 1. Nazwa bryly, jej polozenie wzglgdem osi obrotu (linia przerywana) i moment bezwtadnosci.

Pret Obrgcz Walec/tarcza Kula

1 2 I=mR’ | 2
I=—mL I=~mR I=2mR
2" " 5™

Obliczanie momentu bezwtadnos$ci bryl przez catkowanie nie zawsze jest tatwe, a dla bryt
nieregularnych jest praktycznie niemozliwe bez pomocy komputera. Gdy gesto$¢ bryty jest
niejednorodna i1 nieznany jest wystarczajaco dobrze rozklad gestosci p(x, y, z), nawet uzycie
komputera nie pozwoli obliczy¢ tej waznej wielkoSci fizycznej. Dlatego tez pomiar momentu
bezwladnosci metodami do§wiadczalnymi jest tatwiejsza lub nawet jedyng metoda jego okreslenia.

Metoda pomiaru

Jedna z metod doswiadczalnych wykorzystuje wahadlo torsyjne. Jest ono zbudowane ze
statywu do ktorego mocuje si¢ pionowo cienki pret, najczesciej] metalowy drut, a do jego konca
przymocowuje si¢ bryle sztywnga. Po skreceniu bryly o pewien poczatkowy kat a,, pozwalamy jej
poruszac si¢ swobodnie — wykonuje wtedy drgania skretne, ktorych okres 7" mierzymy. Ten ruch
drgajacy bryly jest ruchem harmonicznym, gdyz skrecony pret dziala momentem sity proporcjo-
nalnym do kata skrecenia d

M(a):—D-oc, (7)

gdzie D jest momentem kierujagcym preta, a znak minus oznacza, ze moment sity zmusza bryle do
powrotu do potozenia poczatkowego przed skreceniem. Warto$¢ D zalezy od sprezysto$ci materiatu
preta (doktadnie od jego modutu sztywnosci G), jego promienia r 1 dlugosci / w postaci zaleznosci

D=rGr’1(21).

Zalezno$¢ okresu drgan od momentu bezwladno$ci i momentu kierujacego uzyskuje si¢ z
rozwigzania roOwnania ruchu bryly sztywnej danej rownaniem rézniczkowym:

d’a__D_
> 17 (®)
ktéore wynika z polaczenia réwnan 2, 3 i 7. Rozwigzaniem rownania 8 jest zalezno$§¢

a(t) =a,sin (2 ntIT +(p), gdzie ¢ jest faza poczatkowa drgan a okres 7' wynosi

1
T=2n \/; 9)

Z powyzszego wzoru wynika, ze okres drgan bryly o wickszym momencie bezwtadnos$ci dla tego
samego preta jest wigkszy, a zwigkszenie D poprzez zastosowanie preta np. o wigkszym promieniu
prowadzi do zmniejszenia okresu drgan.

W sytuacji gdy nie znamy warto$ci momentu kierujacego D, ale znamy moment bezwladnos$ci
bryly wzorcowej Ip, moment bezwtadnosci badanej bryly /x mozna obliczy¢ dokonujac pomiarow
ich okresow drgan, odpowiednio 7, i 7. Wykorzystanie réwnania 9 prowadzi do uktadu rownan:
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gdzie nieznanymi wielko$ciami sg I i D. Zeby obliczyé I, podnosimy obydwa réwnania do
kwadratu a nastepnie dzielimy je stronami otrzymujac
2
T_1Io
* I,
Stad uzyskujemy juz rozwiazanie 1,=I,T ’IT 3 W przypadku tego ¢wiczenia bryta wzorcowg jest
jednorodny walec o $rednicy d 1 masie m. Stosujac odpowiedni wzor z Tab. 1 1 po przyjeciu R = d/2
otrzymujemy zalezno$¢ koncowa:
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Wykonanie zadania

Rys. 2. a) Wyglad uktadu pomiarowego z przyrzadami potrzebnymi do pomiaru:
suwmiarka, waga szalkowa z odwaznikami, stoper. b) W powigkszeniu widoczny
jest uchwyt do montowania preta oraz mechanizm (na goérze obracajgca si¢ tarcza
z bolcem, dolna czg$¢ to tarcza z otworem blokujacym) do nadawania bryle
poczatkowego skrecenia o okreslony kat.

1. Skompletowaé zestaw przyrzadow pokazany na rys. 2. Numer preta (oznaczony na
koncéwecee kreskami) i mierzonej bryty podaje prowadzacy.

2. Zwazy¢ bryle wzorcowa (walec) na wadze oraz zmierzy¢ kilkakrotnie suwmiarka jej
srednice.

3. Zamocowac¢ pret w uchwycie wiertarskim wktadajac jego gtadka koncéwke do otworu
uchwytu, zablokowaé ja tam lekko przekrecajac uchwyt w prawo a potem dokreci¢
kluczem przymocowanym do statywu.

4. Do dolnej czg$ci preta zamocowac bryte wzorcowa wkiadajac do jej gniazda koncowke
z dwoma zaczepami a nast¢pnie, skrecajac bryte, zawiesi¢ jg na nich.

5. Wprawi¢ bryte w drgania torsyjne pociagajac za nakretke bolec mechanizmu do gory i
jednoczesnie skrecajac gorng tarcze o kat oy w granicach od 90° do 180°. Nastepnie, po



zatrzymaniu ruchow bryty, energiczne przekreci¢ gorng tarcz¢ w pierwotne potozenie
az do zablokowania si¢ bolca w otworze dolnej tarczy. Uzyskujemy wtedy drgania
skretne bryty o amplitudzie .

6. Zmierzy¢ kilkakrotnie czas #, trwania n; okresOw drgan. Dla wigkszej dokladnosci
pomiaru okresu zalecane jest wybranie n; nie mniejszego niz 10, ale ze wzgledu na
tlumienie drgan nie wigkszego niz 20, tzn. 10 < n; < 20.

7. Zamocowac na precie bryle badang.

8. Skrecajac bryle przy pomocy mechanizmu (rys. 2b) o kat w przedziale (90°; 180°) a
potem wykonujac szybki ruch powrotny mechanizmu wprawi¢ ja w drgania torsyjne.

9. Zmierzy¢ kilkakrotnie czas ¢ trwania n, okreséw drgan przy zachowaniu warunku 10 <
ny S 20

10. Wpisa¢ uzyskane dane do tabeli pomiarowej, obliczy¢ wartosci $rednie ¢, 1 ¢ a stad
srednie warto$ci okresow Ty = t/n; 1 T = t/n.. Na podstawie uzyskanych warto$ci ze
wzoru 12 obliczy¢ szukang wartos¢ momentu bezwtadnosci.

11. Dyskusj¢ niepewnosci pomiaru przeprowadzi¢ najlepiej metoda logarytmiczng
zastosowang do wzoru 12 przyjmujac, ze /i jest funkcja czterech wielkosci obarczonych
niepewnos$cig pomiarowa: m, d, To 1 T.

Tabela pomiarowa

Nr Bryta mlkg] d[m] m #]s] Tow[s]  m2 t[s] Ty [s] I [kg m?]

preta

nr ... X X X X X SR o N E———

Zagadnienia do kolokwium:

1.

NogaA~LODN

Cechy ruchu postgpowego i obrotowego oraz przyktady takich ruchow.

IT zasada dynamiki bryty sztywnej. Scharakteryzowa¢ wystepujace w niej wielkosci.
Definicja bryty sztywnej oraz jej momentu bezwladnosci.

Momenty bezwtadnosci bryt regularnych.

Budowa i dziatanie wahadla torsyjnego.

Jakie parametry ruchu majg drgania skretne bryly doczepionej do sztywnego preta?
Metoda pomiaru z wyprowadzeniem wzoru koncowego.
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