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Statycznie wyznaczalny
przypadek osiowego rozciagania

Metoda elementéw skonczonych (w skrécie: MES) jest metoda numeryczna
polegajaca na zastapieniu obiektu rzeczywistego modelem zlozonym z matych
elementéw o skoficzonych wymiarach. Kazdy element, w przyjetym uktadzie
wspoétrzednych, ma okreslone tzw. wezly. Znajac potozenie weztéw oraz wia-
$ciwoséci mechaniczne materialu mozna wyznaczy¢ ich przemieszczenia, odpo-
wiadajace obcigzenia dzialajace na element oraz zewngtrzne obcigzenie kon-
strukcji. Znajac zalezno$¢ odksztatcenie — przemieszczenie mozna okresli¢ od-
ksztalcenia, a z zalezno$ci naprezenia — odksztalcenia wynikaja naprezenia. Ele-
menty skonczone moga mie¢ rézne ksztalty geometryczne. W dalszej czgSci
zajeto si¢ najbardziej typowymi elementami jednowymiarowymi o jednym stop-
niu swobody w kazdym wezle.

Jednowymiarowy element pre¢towy

Dla tatwiejszego zrozumienia metody na wstgpie do rozwazan przyjeto element
jednowymiarowy o jednym stopniu swobody w kazdym wezle. Jest to sprezyna
0 znanej sztywnosci k, obciazona sitami P, P, przylozonymi na koncach
w tzw. punktach weztowych 1, 2 (Rys. 1).

k,
{y
i; I % Pz: X
d Q» Rys. 1

Przemieszczenia weztéw 1 1 2 wzdluz przyjetej osi x wynosza odpowiednio: u,,

u, . Sity konieczne do wywolania tych przemieszczen mozna wyznaczy¢ na dro-

dze bezposredniej z zaleznosci:
A =k (”1 —Uy )= kyuy — kyuy
Py ==k, () —u, ) = —kyu, +ku,

(1)

Zaleznos¢ (1) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

P, _ ki —k ! @)
P, —k K U,
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lub w krétkiej formie:

P=k-u 3)

ky  —k
—k Kk

suje konieczne sity do wywotania zatozonych przemieszczen. Wyrazenia (1) nie
sa niezalezne, poniewaz zachodzi zwiazek: P, =—P, to powoduje, Ze macierz

gdzie: k :{ } nazywamy macierza sztywnos$ci elementu, ktéra opi-

sztywnosci elementu jest macierza osobliwa i niemozliwe jest zapisanie macie-
rzy odwrotnej. Znajac przemieszczenie pierwszego punktu wezlowego np.
u, =0 oraz sit¢ dziatajaca w punkcie 2, P, z zaleznosci (1b) mozna zapisac:

P, =—k,0+ku, 4)
przeksztatcajac:
b
U, =—=+9 5
? k, ®)

k,
y k,
\ W F x
1 2 3

Prezentowane rozwiazanie jest bardzo proste gdy uktad jest jednoelementowy,
ale staje si¢ bezuzyteczne w uktadach wieloelementowych. Aby lepiej przedsta-
wi¢ metode MES zbudujmy uktad sktadajacy si¢ z dwoch sprezyn o sztywnosci
k, oraz k, (rys.2).

Rys. 2

P, 1 2 P’ P, 3P3
—_— >

> )
u u u u
L S : L5 Rys. 3

Zgodnie z poprzednimi rozwazaniami rozbijamy uktad na dwa elementy
(rys. 3) i zapisujemy zaleznoSci opisujace zaleznosdci sil i przemieszczen
w kolejnych weztach. Z prostej analizy otrzymujemy:

B = kg =k,
P, =P, + P, =—ku, + ki, + ki, —k,uy (6)
Py =—k,u, +kyu,
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lub w zapisie macierzowym, zgodnie z (2) otrzymujemy:

I 1T ky =k U
Element 1 L= : (N
P |- kK u,
1Tk, —k
Element 2 Bi_|* 21| " (8)
P - ky Kk Us

Catkowite sity w weztach wynosza: P,, P, =P, +P,, P, wic:

P P ki =k Of|u 0 0 0 u,
P |=|P+P |=|-k Kk O||u,|+|0 ky, —ky||u, )
P, P, 0 0 0| |uy| |0 =k, &y ||uy

Wykonujac dziatania: wylaczajac wspdlny czynnik u i dodajac macierze sztyw-
nosci elementéw otrzymujemy réwnanie macierzowe o postaci:

B ky —k, 0 i
P, |=|-k Kk +k, —k,||u, (10)
P, 0 -k, k, Uy
lub
P=K-u (11)

gdzie: macierz sil: P przedstawia sity dzialajace w wegztach. W tym przypadku
réowniez globalna macierz sztywnos$ci ukladu: K jest osobliwa, poniewaz za-
chodzi zalezno$¢ pomigdzy sitami zewngtrznymi P, + P, + P, =0. Analogiczne
dziatania mozemy prowadzi¢ dla dowolnej liczby polaczonych elementéw.

A
y u, u,
- / -
X P1 PZ
— —C] 1 2 >
- X -
<t = X,

> Rys. 4

W dalszej czgsci zajgto si¢ pretem liniowo—sprezystym przedstawionym na
rys. 4. W tym przypadku macierz sztywnosci zalezy od wtasciwosci mechanicz-
nych: geometrii przekroju, dtugosci i stalych materiatowych. W liniowej analizie
jednowymiarowego elementu przemieszczenia dowolnego punktu mozna zapi-
sa¢ w postaci kombinacji liniowe;j:
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u=0+0,x (12)
gdzie: o, oraz o, sa statymi. Dla punktéw weztowych 1 oraz 2 mamy:
U, =0, +0,x, Uy =0 + 0y X, (13)

Rozwiazujac powyzszy uklad réwnan otrzymujemy wartosci stalych o, oraz o, :

051 — ul'x2 —M2X1 az — u2 _ul (14)
Xy =X Xy =X
czyli:
1
u= [(ulxz _"‘le)"‘(“z —u1)~x] (15)
Xy =X

Poniewaz diugo$¢ poczatkowa elementu wynosi: [ = x, —x, to mamy:
1
u=;~[(u1x2—u2x1)+(u2—u1)-x] (16)
W przypadku osiowego rozciagania odksztalcenie obliczamy z zaleznoSci:
ou U, —u
=— lub g =——>o= 17
toox ) l an

W zapisie macierzowym mamy:

ex=% [-1 1]{”‘} Jub e;B-{”l} (18)

U, U,

€

gdzie: macierz powiazan: B :% [—1 l] opisuje zalezno$¢ pomigdzy odksztatce-

niem 1 przemieszczeniem. Gléwnie zalezy od potozenia wezta elementu. W analizo-
wanym przypadku obowiazuje prawo Hooke’a dla osiowego rozciagania w postaci:

c,=E-€, (19)

gdzie: E oznacza modut Young’a dla materiatu elementu. Podstawiajac (18) do
(19) otrzymano:

0. =7 [ 1][”1} (20)

U,
Z definicji naprgzen mozna zapisac¢ zalezno$¢ naprezen i sit weztowych 1 oraz 2:

Bb=-0,-F oraz P, =0, -F (21)
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gdzie: F' oznacza pole przekroju poprzecznego elementu. W zapisie macierzo-

wym mamy:
Pl [-1
N= F-o, (22)
P, 1

Podstawiajac wyrazenia (20) mamy:
P, -1
1 EF ) [_ 1 1] t
P, I 1 U,
P, 1 —1| |u
1| EF g0 (23)
P, I -1 1] |u,
PowyzZsze réwnanie mozna zapisa¢ w rOwnowaznej postaci:

B _ ko =k | | (24)
P, -k K u,

Analogiczne rozwazanie jak dla dwéch polaczonych spr¢zyn mozna prze-
prowadzi¢ dla potaczonych pretow.

gdzie: k, :$

Przypadek statycznie wyznaczalny — wal stopniowany

Szczegdtowej analizie do$wiadczalnej i teoretycznej poddamy statycznie wyzna-
czalny, stopniowany wat poddany osiowemu rozciaganiu lub $ciskaniu pokazany
narys. 5. W celu wyznaczenia sil, naprgzen i catkowitego wydluzenia postuzymy
si¢ metoda superpozycji i MES. Po przylozeniu sity P na calej dtugosci preta po-
wstanie stala sita normalna o warto$ci N=P, wynika to wprost z warunku réwno-
wagi dowolnego wycinka watu. Naprezenia 6 wyznaczamy z definicji:

E=const

A
A

Rys. 5



© Politechnika Lubelska, Lublin 2008 7

o= (25)

gdzie: F — pole przekroju poprzecznego. Catkowite wydtuzenie wynosi:

bl @

Jezeli zalozymy, ze modut Young’a E=const to w analizowanym przypadku
mamy:

1 3
Al=— ) o, 27

gdzie: i=3 — liczba stopni na watku. Wyznaczmy powyzsze zalezno$ci metoda
MES. Zgodnie ze wzorem (24) sztywnosci poszczegSlnych stopni watka wynosza:

F-E F, E F,-E
k, =~ k, =—2 ky=—2 (28)
I l l
Dla kolejnych elementéw zgodnie z zaleznoscia (2) mamy:
A 11 ky =k ||
Element 1 = . 29)
P |-k Kk U,
P Tk, -k [u,
Element 2 2= 7 2" (30)
1P| [~k ky ] |us ]
ol T h kT -
Element 3 B s e (31
(P | ks ks ] |uy

Catkowite sity w weztach wynosza: P, P, =P, +P,, P, =P, + P, P, wiec:

P, P, ki =k 0 Ol[w,] [O 0 0 0]y
P| |Py+P | |~k k 0 0 u2+0 k, -k, 0 uy |,
Pl |P+P | | 0 0 0 0||us| |0 =k, k, Of]u
P, P, 0 0O O Of|u 0 O 0O Of|u
4 4 4 4 (32)
00 0 0]y
00 0 0 ||u
+ .
0 0 ky —kyl||us
00 —ky ky ||u,
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Wykonujac dziatania: wylaczajac wspdlny czynnik u i dodajac macierze sztyw-
nosci elementéw, otrzymujemy rownanie macierzowe o postaci:

P, k, —k, 0 0 u,
P, _ -k, ki +k, —k, 0 | U2 (33)
P, 0 —ky, ky+ky —kyl||uy
P, 0 0 —k; ksy U,
Iub
P=K-u (34)

Wprowadzamy dane uktadu: w zamurowaniu mamy nieznang reakcj¢ R=P, oraz
przemieszczenie u;=0. Znamy zewngtrzne obciazenia: P,=P;=0, P,=P, warto$ci
podstawiamy do réwnania (33) otrzymujemy:

Pl [k -k 0 0710
0| |~k k+ky -k, 0| |u, 5)
0 0 -k, hyt+ky —ky||u
P 0 0 —ky ks ||,

Uktad réwnan (35) mozna zapisa¢ w postaci:

{{{qi}}} ) {211 IIQZH{E}}} (36)

Oznaczmy:
0 U,
{R}=1{R} for=1o} {a,}=10 fur}=1u
P Uy
[Kn]:[kl] [KIZ]:[_kl 0 O]
-k, ki +k, —k, 0
[k,]=| 0 [Knl=| —ky  kytky —k (37)
0 0 — ks ks

Wykonujemy proste operacje na elementach macierzy i otrzymujemy dwa réw-
nania macierzowe:

{R}:[Kn]'{o}"‘[Ku]'{“F} (33)
{C]F}Z[Kzl]'{0}+[K22]‘{”F} (39)

czyli:
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{R}: [Klz]'{”F} (40)
{g: =1k ] Hu, } (41)

Rozwiazujemy réwnanie (41) mnozac lewostronnie obie strony réwnania przez
macierz odwrotng [K,,]|™":

[Kzz]il{CIF}z[Kzz]il[Kzz]'{“F} 42)

Korzystajac z wiasciwosci [K,,|"-[K,,|=1, gdzie I to macierz jednostkowa
mamy:

[K22]71{QF}=[[]'{MF} (43)
Poniewaz [I]-{u, }={u,} ostatecznie otrzymujemy:
{MF}Z [Kzz]_l{‘h‘} (44)
w,) [k +k, K, 07" (o
us o= —k, ky+ky —k;| 40 (45)
U, 0 — ks k, P

Zas$ reakcja w zamocowaniu wynosi:

Ry=[K,,] up} (46)
{R}=[-k, 0 0] uz =—k, -u, (47)

W przypadku programéw komputerowych do rozwiazania uktadu (35) sto-
suje si¢ inng procedure¢ polegajaca na przemnozeniu macierzy sztywnos$ci ukltadu
K przez dobrang macierz zerojedynkowa. Doboér polega na tym, aby
z macierzy sztywnosci K wykresli¢ wiersze i kolumny o numerach wyzerowa-
nych stopni swobody. W omawianym przypadku przemieszczenie u;=0, wigc
z macierzy sztywno$ci K wykreslamy 1 kolumng oraz 1 wiersz. Nalezy pamig-
ta¢, aby z wektoréw sit P i przemieszczen u wykresli¢c 1 wiersz. Otrzymujemy
nowy uktad réwnan o postaci:

0 [k +k, K, 01 (u,
0b=| —ky, ky+ky —ky|-qu, (48)
P 0 —k; ks u,

Otrzymujemy identyczne wyrazenie jak w zalezno$ci (41), dalsza procedura
obliczen jest taka sama.
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Powyzsze obliczenia mozemy prowadzi¢ na papierze, ale o wiele wygod-
niej jest zastosowa¢ program komputerowy. Popularno$¢, jaka uzyskata metoda
MES, wynika z jej uniwersalnosci i fatwosci implementacji komputerowej. Zna-
nych jest wiele komercyjnych programéw do obliczen MES, my jednakze wyko-
rzystamy prosty program stworzony do rozwigzywania tylko takich przypadkéw.
Autorem programu jest Wactaw Kus, pracownik Katedry Wytrzymato$ci Mate-
riatéw i Metod Komputerowych Mechaniki, Politechniki Slaskiej. Stanowi on
integralna cze$¢ ksiazki [2]. Mozna pobra¢ go bezptatnie ze strony
http://dydaktyka.polsl.pl/mes/download.aspx wraz z plikami pomocy i samoucz-
kiem. Uruchamiamy plik Prozc.exe, w otwartym oknie z menu: Plik wybieramy
polecenie Nowy (rys.6).

= - [a]x]|

Dane podstawowe

Iloéé elementéu [>2) B
llogé wwmuzzonych przemieszczen 1

lloge obcigzer

Rys. 6

W otwartym oknie (rys. 6) - Dane podstawowe - wpisujemy ilo§¢ elementow,
ktéra jest réwna ilosci stopni watka — 3 oraz ilos¢ obciazen — 1, pozostate wiel-
kosci bez zmian. Na koniec potwierdzamy wyboér klawiszem QK. Otwiera sig

nastgpne okno:

Murner elementu 1

Pole praekroju 100
Moduk Younga | 210000

“wisp.rozsz, ciepling] |0
Przyrost temperatury |0

Anul RyS. 7

W oknie Parametry przekroju (rys. 7) podajemy dane zgodnie z rysunkiem,
wybdr potwierdzamy klawiszem OK. Wprowadzajac dane postugujemy sig
uktadem jednostek SI tzn. sity w [N], napr¢zenia w [MPa], za$ wszelkie wymia-
ry w [mm]. Procedurg powtarzamy dla wszystkich przekrojéw. W nowym oknie
Wspélrzedne weztow (rys. 8) wprowadzamy dhugosci poszczegdlnych stopni
podajac wspdtrzedne kolejnych weziéw (miejsc zmiany srednicy). Nalezy pa-
migtac, ze wspoétrzedne x musza by¢ dodatnie.
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Wspotrzedne weziow

MNumner wezka 1
wizpdbrzedna [0.0]
ok | anki |

Rys. 8

W nastepnym etapie wskazujemy miejsce zamurowania, w naszym przypadku
poczatek uktadu wspdtrzednych, czyli wezet 1 (rys. 9).

Wymuszone przesuniecia

Mumer wymuszonego przemieszczenia 1

Murner wezta [ Przemieszczenie [0
0Ok | Anulu |

Rys. 9

Zaktadamy zamurowanie, wigc przemieszczenie tego wezta wynosi 0, jezeli
podparcie przyjmujemy podatne to warto$¢ ta jest r6zna od zera. W nastgpnym
oknie (rys. 10) wprowadzamy do uktadu obcigzenie: na koncu, w wezle 4, dziata
sita np. P=1500 N. Mamy, wigc:

Obciazenie weztow sitami

Mumer siky 1
Mumer wezta |4 Wartosé sity (1500
ok | s |

Rys. 10

Program prowadzi obliczenia i po chwili mozemy przeglada¢ wyniki. Z menu Wi-
dok wybieramy Naprezenia, na ekranie pojawiaja si¢ wyniki obliczen (rys. 11):

Plik. BUEES Pomoc

Odwie:

Dane obliczeniows

2500 21.87 13.75 15.62 12.50 0.37 62500 3.1250 0.0000 R S 1 1
e e \
S ,e e & .

Szczegétowe wyniki znajduja si¢ w menu Widok/Wyniki obliczen: wartosci
naprezen w poszczegdlnych stopniach watu, przemieszczenie kolejnych weztow
i reakcja podpory. Catkowite wydtuzenie preta Al=uy (rys. 12).
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B /yniki obliczer =3
~

Element MNaprazenie

1

15.00000095

2 18.75000191

3 24.99999809
WWezet Przerieszozenie

1 0.000000150000020
2 0.0214287 22858231
3 0.039285865406296
4 0.09880967 4382210

Podpora wwezle  Reakcja podpory

1

-1500.000244140625000

Rys. 12

Warto jeszcze sprawdzié, czy dane sa dobrze wprowadzone. Wybieramy z menu
Widok/Dane do obliczen (rys. 13):

M Dane do obliczei E@E\
Element Pale odut Wsp, rozsz.Rdznica i
przekroju Younga cieplnej temperatur
1 100.000 210000.000 0.000 0.000
2 60.000 210000.000  0.000 0.000
a B0.000 210000.000 0.000 0.000
Wyezet Sita skupiona
1 0.000
2 0.000
El 0.000
4 1500.000
Utwierdzenie  Wymuszone
wweile przemieszczenie
1 0.000
v
£ >

Rys. 13

Jezeli dane sa dobrze wprowadzone, wyniki mozemy zapisa¢ na dysku lub kon-

tynuowac obliczenia innego obciazenia lub catkowicie inny przyktad.
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Politechnika Lubelska, Wydzial Mechaniczny
Katedra Mechaniki Stosowanej
Laboratorium Wytrzymatosci Materialow

Imie i nazwisko Grupa Data Prowadzqcy Ocena
wykonania

Laboratorium Wytrzymatosci Materialow

Statycznie wyznaczalny przypadek osiowego rozciqgania

1. Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest wizualizacja zjawisk zachodzacych podczas obcigzania
statycznie wyznaczalnego, stopniowanego prgta pracujacego w 0siowym rozcia-
ganiu lub $ciskaniu. Poréwnanie dla zadanego przypadku warto$ci wydluzenia
przy narastajacym obcigzeniu otrzymanych na drodze badan doswiadczalnych
oraz obliczen metoda superpozycji i MES.

2. Opis stanowiska badawczego

Badania do$wiadczalne stopniowanego waltka pracujacego w osiowym rozciaga-
niu lub $ciskaniu wykonywane sg na stanowisku badawczym sktadajacym si¢ ze
zrywarki Z100 firmy Zwick oraz zestawu komputerowego. Dodatkowo do pomia-
réw probki na stanowisku znajduja si¢ przyrzady pomiarowe: suwmiarka oraz §ruba
mikrometryczna.

3. Przebieg ¢wiczenia

1. Szkicujemy zarys analizowanego preta i wymiarujemy go. Pomiary po-
wtarzamy, a w sprawozdaniu zamieszczamy wartosci $rednie.

2. Zmierzone dane umieszczamy w tabeli 1.

3. Prébke mocujemy w szczgkach maszyny wytrzymatosciowej i mierzy-
my dla zadanych sit wydtuzenie catkowite watka. Wyniki wpisujemy do
tabeli 2.

4. Z wykorzystaniem komputera metoda MES sprawdzamy otrzymane
wyniki. Wydruki wprowadzonych danych i wyniki obliczen nalezy do-
taczy¢ do sprawozdania.

4. Opracowanie wynikéw i wykonanie sprawozdania

W celu przygotowania sprawozdania nalezy:
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b)

c)

d)
e)
f)

Narysowa¢ zwymiarowana probke. Dotaczy¢ uwagi dotyczace stanu
probki i doktadnosci jej wykonania.

Ze zmierzonych danych dla podanej przez prowadzacego sity P obli-
czy¢: naprgzenia 6 we wszystkich stopniach i narysowaé wykres napre-
zen o=f{x). Metoda superpozycji obliczy¢ teoretyczng warto$¢ catkowi-
tego wydtuzenia watka A/, .

Policzy¢ btad popetniony przy wyznaczaniu catkowitego wydtuzenia:

Al, —Al|

s(an)= | -100%

t

gdzie Al,- warto$¢ doswiadczalna catkowitego wydluzenia watka.

Z danych dos$wiadczalnych narysowa¢ wykres zaleznosci catkowitego
wydluzenia od przytozone;j sity.

Otrzymane wyniki teoretyczne i doswiadczalne poréwna¢ z wynikami
obliczonymi metoda MES. Dotaczy¢ wydruki obliczen.

Osoby chetne moga obliczenia MES wykona¢ na papierze bez uzywania
programéw komputerowych.

5. Schemat probki

6. Wymiary i inne dane:

Tabela 1

[ [, I3 d; d, ds E

W=
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Srednia

7. Woiyniki obliczen:

Tabela 2
A; A, Aj o 02 03
Lp.
] [...] [...] [ [...] [...]
Obliczenia
(25)
MES
8. Wyniki pomiaréw i obliczen wydluzenia catkowitego:
Tabela 3
Wydtuzenie .
. catkowite - Wydluz.e e Wydtuzenie Btad popetniony
Sita catkowite - :
P metoda . eksperyment catkowite - §(Al):w~100%
superpzycji metoda MES
Al, !
Al
[...] [...] [...] [...] [...]

Uwaga. Poda¢ wszystkie wzory, podstawienia i wyniki obliczen teore-
tycznych i btedéw.
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9. Woykres zaleznosci catkowitego wydluzenia od przylozonej sity

10. Wykres naprezen o=f(x)

11. Whnioski i uwagi koncowe.



