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Wyznaczanie momentu
bezwladnosci przekroju zginanej
belki z definicji 1 wzoru Geigera

Metoda Geigera

Do wyznaczenia sztywno$ci uktadu mechanicznego mozemy zastosowa¢ znany
z mechaniki wzor Geigera. Dla najprostszego mechanicznego uktadu drgajacego
o 1 stopniu swobody zbudowanego ze sprezyny o sztywnosci k i masy skupionej
m (rys. 1) rownanie ruchu postgpowego ma postac:
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gdzie: y — ugigcie, ¢ — czas, ® - czgsto$¢ kotowa drgan wiasnych. W potozeniu
réwnowagi (rys. 2) sila cigzkos$ci jest rtOwnowazona przez site sprezystosci. Mo-
zemy zapisa¢ warunek:

ZE» = _kyxr +mg =0 (3)
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gdzie: y,, — ugigcie statyczne wywolane cigzarem Q=mg. Przeksztalcajac zalez-

no$¢ (3) otrzymujemy:
o= \/Z _ s @
m Vst

te
=

lmg Rys. 2

tzw. wzér Geigera. Réwnanie (4) jest doktadne tylko dla uktadéw o 1 stopniu
swobody, ale mozna go uog6lni¢ na konstrukcje ciagte takie jak rozpatrywana
belka. Cala procedura polega na tym, ze masg ciagla dzieli si¢ na kilka mas sku-
pionych. Na rys. 3 przedstawiono jednorodne przgsto o dlugosci L podzielone na
trzy rowne elementy o cig¢zarze mg/3 kazdy. Caly ci¢zar elementu umieszcza sig
w odpowiadajacym $rodku cigzko$ci (rys. 3a). W ten sposéb element ciagly
zostat zdyskretyzowany (rys. 3b).
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W miejscach przylozenia zredukowanych sit cigzkoSci okresla si¢ powstajace
przemieszczenia statyczne: y;, y, y3. Wzér (4) dla uktadu dyskretnego ma po-

stac:
zki 8
= _— = _ 5
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Ugiecie statyczne y; okreslamy w ten sposéb, Ze jest to przemieszczenie punk-
tu przylozenia ciezaru Q,=m;g wywolane przez ten ci¢zar. W skrajnym przy-
padku mozemy caly cigzar podzieli¢ na wiele skoniczenie matych cigzaréw dg:

dq=m—lig~dx=q-dx (6)

W tym przypadku skupiony maly cigzar dg przytozony w punkcie x powoduje
ugigcie statyczne:

_ dq~x2(L—x)2 _ q')cz(L—x)2 '

‘ 7
Y 3EIL 3EIL @
A wigc mamy:
2 2 4
q-x" (L—x) qL
)= ~dx = 8
200 3EI L 90EI, ®)
zas:
o= g _ 90EIZ4 8 _ 9.487 EIZ3 )
D00, gL mL

Warto wiedzie¢, ze $ciste rozwiazanie dla postaci podstawowej drgan wlasnych
zginanej belki w teorii drgan ma postac:

o=’ ,/E—Ig=9,8696,/ﬂg (10)
mL mL

Druga skrajnoscia jest przypadek, gdy uklad ciagly podzielimy na jeden element
o cigzarze Q=mg przytozony w punkcie o najwigkszym ugigciu. W analizowa-
nym przypadku belki mamy:

o= (11)
ymax
Poniewaz strzatka ugigcia przgsta obciazonego w $rodku sita Q wynosi:

_or
Y 48EI

(12)

Otrzymujemy przyblizona warto$¢:

}48 El EI
W= £ =6,93 £ 13
mD’ ml}? (13)




© Politechnika Lubelska, Lublin 2008 5

Btad oszacowania wynosi:

B ‘6,93 —9,8696

-100% =30% (14)
9,8696

Wyniki poprawimy dzielac belke¢ na n=2, 3, 4, 5... mas lub dostrajajac uktad
poprzez korekcje masy. Dla przyktadu sprawdzmy wyniki dla podziatu belki na
dwie czesci (rys. 4).
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Rys. 4

W tym przypadku skupiony cigzar 0,5mg przytozony w punkcie x=L/4 powodu-
je ugigcie statyczne, ktdre obliczymy podstawiajac dane do réwnania linii ugie-
cia (9.9):

3mgl’
|a=005L = TS 15
(yl)at apz%’,éill(;, 512EIZ ( )
Analogicznie liczymy dla drugiej czgsci belki:
3mgl’
N (16)
He0BL S12EI,
Podstawiamy (15) oraz (16) do warunku (5) otrzymujemy:
256 El El
0= 8 = 8 :\/ 56 31 =9,24 —é (17)
D00, Vo, +G), V 3mL mL
W tym przypadku btad oszacowania wynosi:
- w -100% = 6,4% (18)
9,8696
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Kolejne przyblizenie dla podziatu belki na trzy czgsci (rys. 3):

B mg L' 50

V) |iztte =—= —— —— (19)
flastle 3 EI, 7776

()i =8 L1 (20)
Dyl =T8 2
feslin. 3 EI, 48
B mg L' 50

(V3) 13116 == —— 1)
et 3 EI, 7776

Podstawiamy (19), (20), (21) do warunku (5) otrzymujemy:
D00, =)+ (), + (3,

mgL3
) =001123-—2— 22
D00, o (22)
oraz:
o= |8t —= |t _gu36 |7 (23)
Do), V001123-mL mL
W tym przypadku btad oszacowania wynosi:
S0 = | 2430 =986961 00, — 4.4% 24)
9,8696

Przy podziale na 3 czgsci otrzymujemy praktycznie identyczny wynik jak przy
podziale na skonczenie wiele mas (9). Dalszy podzial praktycznie nie wptywa na
poprawe¢ wynikow.

W celu wyznaczenia sztywno$ci ukladu poréwnamy czgstosci kotowe
drgan wlasnych otrzymane z rozwigzania $cistego (10) i z wzorem Geigera (5):

EI g
nz\/ L= (25)
mL \/ D00,

Przeksztalcajac:

T YT
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gmL
El, =—&——
EEADNCAN

Dla ustalonej w badaniach do§wiadczalnych warto$ci modutu Younga E mamy:

(27)

3
[ = gmL (28)

CmEY ()

Momenty bezwladnosci

Wartosci momentéw bezwladnosci przekroju poprzecznego mozemy obliczy¢
wprost z definicji: momentem bezwladnos$ci pola figury wzgledem dowolnej
osi nazywa si¢ catke powierzchniowa liczona z iloczynu kwadratu odlegtosci r
elementu od tej osi i pola elementu dA:

1= rda (29)
A
Dla przyjetego uktadu wspétrzednych xy (rys. 5) moment bezwtadno$ci pola
figury wzgledem z mozna wyrazi¢ zaleznoScia:

I = j y2dA (30)
A

- > Rys. 5

Jezeli figure ptaska o polu A mozna podzieli¢ na n figur prostych o odpowied-
nich polach A, A,,...,A;..,A,, (pola ,,pelne” maja znak plus, za$ ,,puste” - minus)
obliczenie momentéw bezwtadno$ci mozna przeprowadzi¢ catkowaniem kolejno
dla kazdego pola:
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1.=[yaa=) [yaa=31, (31)
A i=1 Aj i=1

Moment bezwladnosci figury zlozonej réwna si¢ sumie momentéw bez-
wladnosci figur skladowych dla przyjetej osi. Powyzsza procedura oblicze-
niowa bardzo upraszcza i przyspiesza obliczenia momentéw bezwtadnosci figur
ptaskich pod warunkiem, ze mozna podzieli¢ je na proste czg$ci, dla ktérych
znane sa momenty bezwtadnosci figur sktadowych. Uproszczenie polega na tym,
ze zamiast liczy¢ calki liczy si¢ prosta sume szeregéw.

Twierdzenie Steinera

Aby wyznaczy¢ zalezno$¢ zachodzaca pomigdzy momentami bezwladno$ci
wzgledem osi réwnoleglych, przyjmuje si¢ do rozwazan figurg¢ o polu A oraz
dwa dowolne, ale wzajemnie réwnolegte uktady osi wspotrzednych: zy, z.y. (rys.
5). Wprowadzajac zalezno$ci pomigdzy wspéirzednymi:

7 =2.+b y=y+a (32)
Podstawiajac (32) do (30) otrzymuje sig:
IZ=I(yc+a)2dA=nydA+2achdA+azjdA (33)
A A A A
Przeksztalcajac:
I.=1_+2aS +a’A (34)

gdzie: I,. - moment bezwtadno$ci pola figury wzgledem osi z;, S,.- moment sta-
tyczny wzgledem osi z.. W przypadku, gdy poczatek uktadu wspétrzednych jest
srodkiem cigzkosci figury to S,.=0. Momenty statyczne wzgledem osi central-
nych sg réwne zeru. Zalezno$¢ (23) upraszcza si¢ wigc do postaci:

I,=1_+a’A (35)

Podane wyzej zalezno$ci wyrazaja twierdzenie Steinera: moment bezwtadnosci
figury ptaskiej wzgledem osi odleglej od $rodka cigzkosci o a jest réwny momento-
wi bezwladno$ci wzgledem osi réwnoleglej przechodzacej przez $rodek cigzkosci,
zwigkszonemu o iloczyn catej powierzchni figury przez kwadrat odlegtosci a (A a°).

Glowne momenty bezwladnosci. GI6wne osie bezwladnosci

Mozna sformutowac¢ nastgpujace definicje:
1. Gléwnymi osiami bezwladnosci pola figury ptaskiej nazywa si¢ takie
dwie osie, wzgledem ktérych osiowe momenty bezwiladnosci osiagaja
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ekstremalne wartosci, za§ moment dewiacji wzgledem tych osi jest row-
ny zeru.

2. GYéwnymi momentami bezwladnosci pola figury ptaskiej nazywa si¢
momenty bezwtadno$ci wzgledem gléwnych osi bezwtadnosci.

3. Jesli obie gléwne osie bezwladnoSci figury ptaskiej przechodza przez
srodek cigzkosci figury, to nazywa si¢ je gléwnymi centralnymi osiami
bezwladnosci.

Glowny centralny moment bezwladnosci trapezu

Szczegbtowe obliczenia wartoSci gléwnego centralnego momentu bezwtadnosci
wzgledem osi z. przesledzimy dla przekroju poprzecznego w ksztalcie trapezu.
Zarys i dane wymiary przedstawiono na rys. 6.

. C. AV
i
~= Z‘
c o
v I 1 mr\ “y Z
0 b
-
— a —
. Rys. 6
Tabela 1

Numer pola A; Yei YeiAi
I 1 a- b A ﬁ a—>b h

2 2 3 12

2
1 bh h bh”.

2 2
I La-b, h @b

2 2 3 12

2
SUMA L, a=b, b
2 6 2

Pole powierzchni podzielono na 3 figury: prostokat — (II), oraz dwa tréjkaty - (1),
(II). Poniewaz analizowany trapez posiada pionowa o$ symetrii, wigc wspot-
rzgdna $rodka cigzkosci ¢,=0,5a. Druga wspéirzedna okreslono z zaleznoSci:
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Zn: Yeilli
— =l

y = (36)

c

Dla utatwienia obliczen zestawiono tabelg 1. Podstawiajac do (36) wyznaczone
wielko$ci, ostatecznie otrzymano:

n 2
A, a=b,  bh”
_;yu ST )

"~ 3(a+b)

c, (37)

Y A h
—(a+b
2(a )

W celu obliczenia momentu bezwladnosci trapezu wzgledem osi z. nalezy sko-
rzysta¢ z wlasnosci momentéw bezwiladnosci. Mozna je sumowa¢, pod warun-
kiem, ze momenty figur sktadowych obliczano wzgledem tej samej osi. W tym
celu kolejno dla kazdej z wyodrebnionych figur nalezy zastosowaé twierdzenie
Steinera, tak aby wyznaczy¢ sktadowe momenty bezwtadnosci wzgledem osi z,:

Figura (I) i (ITT)
Dla obu tréjkatéw moment bezwtadnosci wzgledem osi centralnej (przechodza-
cej przez Srodek cigzkosci trojkatéw) réwnoleglej do osi z. wynosi:

L hazb) s (38)
36 2
za$ odlegto$¢ miedzy tymi osiami:
h(a+2b) h __ hb (39)

3(a+b) 2 3(a+b)

Wstawiajac te wielko$ci do twierdzenia Steinera otrzymano:

2
I;i) _ 12(511) _ (a _b)h3 " (a—b)h hb (40)
' ' 72 2 3(a+Db)
Figura (II)

Dla prostokata moment bezwtadnosci wzgledem osi centralnej rownolegtej do z,
wynosi: bh’/12 za$ odlegto$¢ miedzy osiami:
h _h(a+2b) _h(a—b)
2 3(a+b) 6(a+b)

(41)

Wstawiajac te wielko$ci do twierdzenia Steinera otrzymano:

3 _ 2
L ), 42)
' 12 6(a+Db)
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Centralny moment bezwladnosci wzgledem osi Ox dla trapezu wynosi:

Lo=10+ 10+ 1" 43)

zc

Po podstawieniu wyznaczonych wartosci i wykonaniu koniecznych przeksztat-
cen ostatecznie otrzymano:

(44)

; W[ +dab+b’
“ 36\ a+b
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Wyznaczanie momentu bezwtadnosci przekroju zginanej belki z definicji
i metodq Geigera

1. Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest do§wiadczalne wyznaczenie momentu bezwtadnos$ci prze-
kroju belki zginanej metoda Geigera oraz poréwnanie otrzymanych wynikéw
z obliczeniami teoretycznymi.

2. Schemat i opis stanowiska

Badania dos$wiadczalne prowadzimy na stanowisku (rys. 1) skladajacym sig
z belki (C) stalowej o stalej sztywnosci na zginanie El=const. Belka jest swo-
bodnie podparta na koncach i obcigzona w wybranym punkcie odwaznikiem
zawieszonym na wieszaku (B). Wieszak oparty na rolce moze przemieszczac sig
wzdluz belki. W innym punkcie na statywie magnetycznym zamocowano czuj-
nik przemieszczenia (A).

4)

3. Przebieg ¢wiczenia

1. Szkicujemy zarys przekroju poprzecznego belki i jednoznacznie wymia-
rujemy go. W tabeli zbieramy konieczne wymiary. Dodatkowo belke
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Y

e

wazymy. Pomiary powtarzamy, a w sprawozdaniu zamieszczamy warto-
sci $rednie.

Na powierzchni belki zaznaczamy jej Srodek i oznaczamy go (1).

W punkcie (1) umieszczamy czujnik przemieszczen i zerujemy go.
Szalke¢ z dowolnym obciagzeniem P umieszczamy mozliwie blisko punk-
tu (1) i z czujnika odczytujemy przemieszczenia punktu (1) - y;.

Pomiar zgodnie z zaleceniami prowadzacego powtarzamy, dzielac belke
na 2, 3 ,... czgsci. W kolejnych punktach (1), (2), (3)... powtarzamy
czynnosci 3 14.

Otrzymane ugigcia dzielimy przez warto$¢ obciazenia P; wyznaczamy
jednostkowe ugigcie odpowiadajace jednostkowemu obcigzeniu.

Opracowanie wynikow i wykonanie sprawozdania

W celu wyznaczenia sztywnosci uktadu nalezy:

a)

b)

c)

d)

I przypadek — cata masa belki znajduje si¢ w srodku rozpigtosci. Wy-
znaczy¢ statyczne ugigcie tego punktu wywolane przez cigzar P - y,(P)
i obliczy¢ ugigcie statyczne wywotane cigzarem belki Q=m-g wedlug
wzoru y, =mg - y,(P)/P.

Podstawi¢ do wzoru (17) wartos¢ ugigcia y, :

_PL
754)’1

EI.
Dla ustalonej w badaniach do$wiadczalnych warto$ci modutu Young’a
E mamy:

P
I =—;
En’y,

II przypadek - cala mase¢ belki podzieli¢ na 2 réwne masy:
my=my=m/2.Masa 1 - x;=0,25L, masa 2 - x,=0,75L. W punktach (1) (2)
nalezy wyznaczy¢ statyczne ugigcie: y,(P)dla i=1,2. Dodatkowo obli-
czy¢ ugigcie statyczne wywotane ci¢zarem belki Q,=m;g wedlug wzoru
yi=mg-y,(P)/P.

Podstawi¢ wyznaczone wartoSci:

- gml’  2PC
COmEY .y mE) y(P)

III przypadek - cala masg belki podzieli¢ na 3 réwne masy: m;=m/3.
Znajduje si¢ one odpowiednio: masa 1 - x;=L/6, masa 2 - x,=0,5L, masa
3 - x;=5L/6. We wszystkich punktach wyznaczy¢ statyczne ugigcie:
yi(P) dla i=1,2,3. Dodatkowo obliczy¢ statyczne ugigcie wywolane cig-
zarem belki Q=m;g: y, =m;g-y,(P)/P.
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f) Podstawi¢ powyzsze wartoSci:
- gml’  3PD
¢ n“EZy,- 7I4EZ y: (P)

g) Jezeli podziat byt inny to nalezy korzysta¢ z zaleznoSci:

;= gmL3 _ m-PL
: 7T4Ezyi n4Ezmiyi(P)

h) W przypadku podziatu belki na wigksza ilo$¢ czesci nalezy postepowac
identycznie jak w przypadku II, punkty: (c), (d).

1) Z definicji momentu bezwladnosci dla zadanej geometrii obliczy¢ war-
to$¢ teoretyczna gtéwnego, centralnego momentu bezwtadnosci belki.
Nalezy pamigta¢, ze wynik ten bedzie réwniez obarczony niedoktadno-
scia. Wynika ona z btedéw pomiaru wielkosci geometrycznych i za-
okraglen w czasie samych obliczen.

j) Btlad popetniony obliczy¢ ze wzoru:

1.~ 1]

t

a = -100%

gdzie: I, — teoretyczny gtéwny, centralny moment bezwladnosci belki,
I, — warto$¢ doswiadczalna. Blad nalezy liczy¢ oddzielnie dla kolejnych
podziatéw.

5. Szkic przekroju poprzecznego belki z dokladnym wymiarowaniem:

6. Pozostale dane:

Tabela 1

Lp.
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7. Przyjete punkty pomiarowe:

Tabela 2
Wariant I Wariant II Wariant III
Punkt 1 2 2 3
pomiarowy
Wspdtrzedne
punktéw
X; [ . ]
Ugigcia
yi(P)[...]
8. Wiyniki obliczen:
Tabela 3
. Moment' . Moment' . Btad pomiaru
Wariant bezwladnosci | bezwtadnoSci 1,1
obliczen do$wiadczalny | teoretyczny o= % -100%
I[...] L[...] !
I
I
I

Uwaga. Poda¢ wszystkie wzory, podstawienia i wyniki obliczen teore-
tycznych i btedéw.

9. Whioski i uwagi koncowe.




