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Wyznaczanie linii ugiecia belki
z zastosowaniem twierdzenia
0 Wzajemnosci przemieszczen

W 1864 roku James Clark Maxwell (1831-1879) sformutowal nast¢pujace
twierdzenie: ,,JJezeli na uklad liniowo-sprezysty dziataja dwie identyczne, co do
wartoS$ci sily, to przemieszczenie odpowiadajace pierwszej sile, lecz wywotane
przez druga, jest réwne przemieszczeniu odpowiadajacemu drugiej, lecz spowo-
dowanej pierwsza sila”. Nalezy podkresli¢, ze przemieszczenie jest definiowane
jako przesunigcie punktu przylozenia sity w kierunku jej dziatania. W mechanice
ciala odksztalcalnego nazwane twierdzeniem o wzajemnos$ci przemieszczen lub
twierdzeniem Maxwella.

Rys. 1

W praktyce oznacza to, ze dla analizowanej konstrukcji (rys.1) wybieramy dwa
dowolne punkty: (1) i (2), w miejscach dostgpnych do pomiaru przemieszczen
(rys. 1a). Przyktadamy dowolng sil¢ P, w punkcie (1) i badamy przemieszczenie
punktu (2) w kierunku dziatania sity, ktére oznaczamy np. uy; (rys. 1b). Po czym
przyktadamy sit¢ P, w punkcie (2) i badamy przemieszczenie punktu (1), ktdre
oznaczamy np. u; (rys. 1c). Jezeli sity sa sobie réwne P,=P,=1, to na podstawie
twierdzenia Maxwella stwierdzamy, ze uy =u;,. Najlatwiej sprawdzi¢ to, gdy bel-
ka jest jednoczes$nie rozciagana i zginana tak jak na rys. 2.
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Badamy wariant I, gdy dziala sita rozciagajaca w punkcie (2). Przykladamy sitg
zginajaca w punkcie (1) i stwierdzamy do$wiadczalnie, ze wydtuzenie u,,=0.
W wariancie II odwracamy kolejno$¢: dziala sita zginajaca w punkcie (1) i przy-
ktadamy sitg¢ rozciagajaca w punkcie (2), stwierdzamy, ze przemieszczenie
y12=0. Tym samym mamy: u,;=y;; itd. Analogiczne rozwazania mozna prowa-
dzi¢ dla elementu skrecanego i rozciaganego lub zginanego.

Twierdzenie o wzajemnosci przemieszczen ma réwniez zastosowanie, gdy
jedno obciazenie jest sila, a drugie momentem lub gdy obydwa obciazenia sa
momentami. Mozemy go stosowa¢ do konstrukcji dowolnego typu: kratownicy,
belki, ramy, korpusu itp. Ograniczeniem jest to, aby uktad byt liniowo-sprezysty
tzn. material musi spelnia¢ prawo Hooke’a, przemieszczenia musza by¢ male.
W takim przypadku obowiazuje zasada superpozycji.

Prawdziwos$¢ twierdzenia Maxwella tatwo sprawdzi¢ na innym przyktadzie:
preta rozciaganego dwoma sitami P (rys. 3).
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W rozpatrywanym przypadku (rys. 3a) pryzmatycznego preta o polu przekroju
poprzecznego A sity sa przytozone w punktach np. (1) x=/, (2) x=L. W pierwszej
wersji obliczen przyktadamy sit¢ w punkcie (1) i liczymy przemieszczenie uy;
punktu przylozenia drugiej sity P (punkt (2)), ktére wywota przytozona sita (rys.
3b). Stosujac prawo Hooke’a:

y = (1)
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Zmieniamy kolejno$¢: przyktadamy site P w punkcie (2) i liczymy przemiesz-
czenie u, punktu (1) (rys. 3c), stosujac prawo Hooke’a:

_Pl

" EA @

Uy
Jak wida¢ u,=u;,, co potwierdza prawdziwos¢ twierdzenia Maxwella. Identycz-
ne warto$ci przemieszczen otrzymamy liczac uktad nieobciazony (rys. 4), ktory
obciazymy przyktadajac sit¢ w punkcie (1) i liczymy przemieszczenie punktu
(2), a nastgpnie przykladamy site¢ P w punkcie (2) i liczymy przemieszczenie
punktu (1).

V7 Z U,

% ________ 1_P> _____________ Z = % ......... Hrom i mim e D) i

()= ~ (b) -
Rys. 4

Analogiczne rozwazania tatwo mozna powtdrzy¢ dla skrgcania preta momentem
skupionym M;. Nalezy pamigtaé, ze w tym przypadku przemieszczenie bedzie
katem skrgcenia. Duzo bardziej ztozony jest przypadek zginania. Wybierzmy
przg¢sto swobodnie podparte o dtugosci L i obcigzone pionowa sita P przylozona
w dowolnym punkcie (1) odlegtlym o a od podpory (rys. 5). Zaktadamy, ze
sztywnos¢ na zginanie jest stata E/=const. Reakcje w podporach maja wartos¢:

r=L Z“ P
. (3)
R2 :Z‘ P
A
Y P
v EI =const. X
(A L 4
’ Rys. 5

W celu okreslenia ugigcia w dowolnym punkcie musimy wyznaczy¢ réwnanie
linii ugigcia. W przypadku uktadu wieloprzedziatowego stosujemy metodg Cleb-
scha [1-4]. Réwnanie linii ugigcia wyrazone jest rOwnaniem rézniczkowym:
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Moment gnacy M, w réwnaniu (4) ma znak (+) zgodny z umowa przyjeta dla
momentéw gnacych. Rozwiazanie powyzszego réwnania rézniczkowego polega
na dwukrotnym scalkowaniu i wyznaczeniu statych calkowania z warunkéw
brzegowych. W ogdlnym przypadku réwnanie ré6zniczkowe linii ugigcia nalezy
rozwigza¢ w kazdym przedziale zmienno$ci sit wewngtrznych. Obliczenia
upraszczaja si¢ stosujac procedurg Clebscha, ktéra pozwala automatycznie spet-
ni¢ warunki ciaglosci uktadu. W analizowanym przypadku mamy dwa przedzia-
ty zmienno$ci momentu gnacego: I - xe <0, a> oraz II - xe (a, L>. W skrétowe;j
formie r6zniczkowe réwnanie linii ugi¢cia mozemy zapisac:

'L—a

—P-(x—a)
1

&)

- X

i

Pamigtamy, ze obowiazuje umowa znakowa dla dodatnich sit wewngtrznych
przedstawiona na rys. 7.1. Pierwsze catkowanie:

_ 2 _ 2
e Y ocyplza ) p iz (6)
dx L 2 2
1 i
Drugie catkowanie:

_ 3 3

El.y=D+C-x+P- = “-% - -% (7)
1 i

State catkowania C i D wyznaczamy z warunkéw poczatkowych: 1) dla x=0, y=0
oraz 2) dla x=L, y=0. Z pierwszego warunku wynika, ze D=0, z drugiego zas:
—_p. (L—a)-(2L-a)-a

6-L

C

8)

Podstawiajac stale catkowania do réwnania (7) otrzymujemy réwnanie linii

ugiecia dla analizowanej belki:

(x—a)’
6

Elzy:—P-(L_“)ézf_“)'“~x+P~L_“ —p.

)

x
6

1 i

Sprawdzmy twierdzenie Maxwella dla punktéw: (1) x=L/3 oraz (2) x=L/2 (rys.
6). Na wstepnie przyktadamy site w punkcie (1), wigc a=L/3 i mierzymy ugigcie
w punkcie (2) y,; dla x=L/2 (rys. 6a). Podstawiamy dane do réwnania (9), pa-
migtajac, o tym ze (a=L/3), wigc przedzialy sa okreslone: I - xe<0, L/3>,
II - xe (L/3, L> oraz x=L/2 nalezy do II przedziatu:
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— . — . _ 3

o p(L-LI3-QL=L/3)LI3 L, L-LI3 (LI2)
x=L/2 6-L ) I 6

_ 3

L2 6L/3)

El. y,,
(10)

Po obliczeniach otrzymujemy:
El.y,|_,,, =-0017746913. PL’ 11

Nastgpnie przyktadamy site w punkcie (2), wigc a=L/2 i mierzymy ugigcie
w punkcie (1) yj, dla x=L/3 (rys. 6b). Podstawiamy dane do réwnania (9), pa-
migtajac, o tym ze (a=L/2), wigc przedzialy sa okreslone: I - xe<0, L/2>,
II - xe (L/2, L> oraz x=L/3 nalezy do I przedziatu:

.(L—L/2)~(2L—L/2)-L/2'£+P.L—L/2.(L/3)3

EI =-P 12
il curs 6-L 3 L 6 Y
Po obliczeniach otrzymujemy:
El_yp,| _,,, =—0017746913. PL’ (13)
Ostatecznie otrzymujemy: y,; =Yy, cO potwierdza nasze oczekiwania.
y /
Y
y p »
y X X,
2, i = L. 2 N
77, . D7 7 in Vi
< p ~ L
(a) = »  (b) -
Rys. 6

Twierdzenie Maxwella mozemy wykorzysta¢ do do$wiadczalnego wyzna-
czenia linii ugigcia w przypadku przgsta swobodnie podpartego obcigzonego
pionowa sita P przytozona w dowolnym miejscu.
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y y
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Rys. 7
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Jezeli ograniczymy pomiar przemieszczen dla kilku punktéw np. 6, to musimy w
kazdym punkcie umiesci¢ czujnik mierzacy przemieszczenie (rys. 7). Stosujac
twierdzenie o wzajemno$ci przemieszczen mozemy postgpowac inaczej. Umiesz-
czamy jeden czujnik przemieszczenia np. w punkcie 1 i mierzymy ugigcie w tym
samym punkcie, mamy y;;. Przesuwamy sil¢ do kolejnych punktéw i czujnikiem
mierzymy przemieszczenie odpowiednio: yip, Vi3, Y14, Y15 Yie (TYS. 8).

3
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y y
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Z v/ V4

(a) Yo (b) s
y
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[ N/ N ] x;
% 1 2 3 4 5 6 A\
7 Y W/
() Yia ...itd.  Rys. 8

Poniewaz warto$¢ sity P=const, zgodnie z twierdzeniem Maxwella mamy: y,,=
Va1, Y13= Y31, Y14= Ya1, Y15= Y51, Y16= Ye1. CO 0znacza, ze mamy kolejno ugigcia w
punktach 1, 2, 3, 4, 5, 6 wywotane dziataniem sity P przylozonej w punkcie (1).
Wykorzystujac jeden czujnik wyznaczamy ugigcie w dowolnej liczbie punktéw.

Strzatka ugiecia

Strzatka ugiecia dla zginanej konstrukcji nazywamy maksymalne jej ugigcie.
Wyznaczamy ja szukajac lokalnego ekstremum funkcji opisujacej lini¢ ugigcia
belki y=f{x) wedtug wzoru:

dy

e 0 (10.1)
Jest to réwnoznaczne z tym, ze kat obrotu o =dy/dx w miejscu najwigkszego
ugigcia jest rowny zero. Dodatkowo nalezy sprawdzi¢ ugigcia na krancach prze-
dzialéw. Do szczegétowych rozwazan przyjeto przgsto swobodnie podparte
o dlugosci L i obciazone pionowa sita P przytozona w dowolnym punkcie (1)
odlegtym o a od podpory (rys. 10.1). Zaktadamy, ze sztywno$¢ na zginanie jest
stata El,.=const. Reakcje w podporach maja warto$¢:
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R=L"%p
L (10.2)
a
R2 = Z . P
A
Y P
v EI =const. X
(A L 4
’ Rys. 10.1

W celu okre$lenia ugigcia w dowolnym punkcie wyznaczamy Sciste rownanie linii
ugigcia stosujac metode Clebscha [6,9,12,20]. W analizowanym przypadku mamy
dwa przedzialy zmiennosci momentu gnacego: I - xe <0, a> oraz Il - xe(a, L>.
W skrétowej formie rézniczkowe réwnanie linii ugigcia mozemy zapisac:

2
L—
B4 op ko pia) (10.3)
dx I I
Po dwukrotnym catkowaniu otrzymujemy:
3 3
Elzy=D+c.x+P.u.x_ _p.LZ-a) (10.4)
' L 6] 6 |,

State catkowania C i D wyznaczamy z warunkéw poczatkowych: 1) dla x=0, y=0

oraz 2) dla x=L, y=0. Z pierwszego warunku wynika, ze D=0, z drugiego zas:

_p. (L-—a)-(2L—a)-a
6-L

C=

(10.5)

Podstawiajac state catkowania do réwnania (10.4) otrzymujemy réwnanie linii
ugi¢cia dla analizowanej belki:

3
EIy=—P~(L a)-(2L a)a'x_i_ L-a x

Z P.(x—a)3
: 6-L L 6

(10.6)

11

Wyrazenie (10.6) okresla ugigcia wszystkich punktéw belki, aby wyznaczy¢
strzatke ugiecia korzystamy z warunku (10.1):
] (10.7)
i

Q_ P _(L—a)-(ZL—a)'a_i_L—a.ﬁ

_G-a)?
dx  EI. 6L L 2

2

I
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W catym pierwszym przedziale xe <0, a> pochodna (dy/dx)<0, oznacza to, ze
w catym przedziale nie ma miejsca zerowego:

ﬂ :_P(L—a)-(ZL—a)~a<0 (10.8)
x|, 6 EIL

—_— 2 .
dy) __P(L-a)ya_, (10.9)
x| 3-ELL

W drugim przedziale xe <a, L>

—_— 2'
dy, __P(Lza) -a (10.10)
x| 3-ELL
. 2— 2 .
dy _PL7-a)a (10.11)
A, 6 EILL

Zmiana znaku pochodnej (dy/dx) potwierdza, ze w tym przedziale znajduje si¢
minimum lokalne. Podstawiamy wyrazenie na ugigcie w drugim przedziale dla
réwnania (10.1):

_(L-a)-2L-a)-a +L—a _x_z_(x—a)2 _
6-L L 2 2

0 (10.12)

Rozwiazujac réwnanie (10.12) wyznaczamy wspoirzedng x, opisujaca miejsce
gdzie ugigcie osiaga ekstremum lokalne (rys. 10.2). Latwo sprawdzi¢, ze:

xlzL—,/@ dla  a<O05L (rys. 102a)  (10.13)

za$ dla a >0,5L mamy:

_(L-a)QL-a)-a L-a x;
6-L L 2

X, = /(2“% dla  a>05L (rys. 10.2b) (10.15)

Warto zauwazy¢, ze a — L (rys. 10.2b):

Lim /(2L_—a)'a _L_ 0.577L
a—L 3 \/5

=0 (10.14)
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Rys. 10.2

Zas dla a—>0 (rys. 10.2a) x—> L-0,577L=0,423L, co oznacza, ze we
wszystkich rozpatrywanych przypadkach strzatka ugigcia znajduje si¢ w prze-
dziale: xe€<0,423L;0,577L > . Podstawiajac warto$¢ (10.13) do wzoru (10.6)

wyznaczamy $cista wartos¢ strzatki ugigcia:

Yonax = y|x:(L_ W_;M] dla  a<05L (rys.1022)  (10.16)

(L—a)~(2L—a)va~[L— /(ZL_")'Q]_,_
yo__ P 3 (10.17)
" 6L-EI. —\ — 3

: +(L_a)[L_ /@L;)aj _[L_ /<2L3>]

za§ dla a >0,5L mamy:

2 2\3
Ve = | [azma =2 L RERY P ) (10.18)
o 27EI, L
Jezeli a=L/2 to otrzymamy:

Yoax = ¥ g5, =~ PL
max x=0.5L 48EIZ

(10.19)

Przedstawiona metoda Clebscha jest metoda doktadna, ale w przypadku belek
wieloprzedzialowych wyznaczenie strzatki ugigcia wymaga bardzo skompliko-
wanych i pracochtonnych rachunkéw. W celu zgrubnego oszacowania strzatki
ugigcia mozemy si¢gna¢ do metod przyblizonych, ktére zapisuja lini¢ ugigcia we
wszystkich przedzialach jedna ciagta funkcja. Do obliczen praktycznie sa
przyjmowane dowolne funkcje, ktére powinny spetnia¢ warunki podparcia belki
i dodatkowo staramy si¢ dopasowac funkcje do znanych wartosci sil, momentow
i przemieszczen. Lini¢ ugigcia dla analizowanej belki (rys. 10.1) mozemy na
przyktad opisa¢ funkcja harmoniczna:
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y=y -sin% (10.20)

Warunki podparcia: dla x=0, y=0 oraz dla x=L, y=0 sa spetnione. Automatycznie
sa spetnione réwniez warunki swobodnego brzegu:

2 2
M| =E1-4Y o M| =er- LY —o (021
=0 ' dx x=0 = ' dx x=L
P M,
W=0,5Py y AV=0,5M,9
(@) - SMD] 9 Rys.103

W celu wyznaczenia amplitudy ugigcia y, stosujemy najogélniejsza zasade me-
chaniki, zasad¢ zachowania energii:

W =AV (10.22)

Pracg sit zewngtrznych W (rys. 10.3a), w przypadku gdy sita P narasta od 0 do
petnej wartoSci P, wyznaczamy ze WZzoru:

w :%P i, (10.23)

Zmiana energii wewngtrznej (rys. 10.3b) wywotana zginaniem wynosi:

1

AV:EMg Y (10.24)
Z ogblnego réwnania linii ugigcia otrzymujemy:
2
EL Y g (D g PPy (10.25)
dx’ dx\ dx dc ¢
Przeksztalcajac (10.25) otrzymujemy:
EIS =M dx (10.26)
L
Podstawiajac (10.26) do (10.24):
M 2dx
AV =[—* (10.27)
° 2EI,

Z zasady zachowania energii otrzymujemy:
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1
—P
2)’

(10.28)

X=a

J- M;dx
2EI.

L

Z réwnania linii ugigcia M, wyrazony jest wzorem (10.25). Podstawiajac do (10.28):

. :
5 Py _ = { — (10.29)

W analizowanym przypadku: El=const oraz y =y, -sin%, zas:
d’y VAT "
—=-y| —| sin— 10.30
dxz yl( L] ( )
Podstawiajac do (10.29) powyzsze wyrazenie otrzymujemy:

4
. Ta ) T . 2 Tx

P-y sin—=EI | — | sin®—dx 10.31

ysin ziyl (Lj 5 (1031)

Przeksztalcajac, ostatecznie mamy:

2PI sin%
=— L (10.32)
TR
Jezeli przyjac a=L/2 to:
2PL rr
= = 10.33
TR 487 L (1033)
Strzatka ugigcia:
rr’
= =—— 10.34
ymdx y|X:0.5L 48,7 . EIZ ( )

jest bardzo blisko doktadnego rozwiazania (10.19). Zmiana znaku zwigzana jest
z przyjetym uktadem wspétrzednych. Identyczne wyniki otrzymamy, gdy zbadamy
zmiang energii wewngtrznej wywotana zginaniem i pracg sit zewngtrznych spowo-
dowana mata zmiang amplitudy przemieszczenia dy;. Z (10.20) (10.23) mamy:

dy = dy, -sin% (10.35)

dW =P-dy| _ (10.36)
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zas:

o(AV
d(AV)z%dyl
V1

' 2 2
d(AV)=—I—~dyl:dyl'EIZj{d Y i[ﬂﬂdx (10.37)
L

ay 2 dx? 'ayl dx’
Poniewaz:
9 (dy __(Ejzsmﬂ
Iy, | dx? L L
d’y ) .
—=-y|—| sin— 10.38
dx* yl(L] L ( )
Otrzymujemy:
4
P-dy,sin’2 = dy, -EI. [ (EJ sin? = ax (10.39)
L v L L

Dzielac przez mata wielko$¢ dy, otrzymujemy identyczne wyrazenie jak (10.32).
Czy otrzymany wynik przyblizony moze by¢ doktadniejszy? Tak, jezeli zastosu-
jemy krzywe wieloparametrowe np.:

- iTX
= -sin— 10.40
y Zl[y sin LJ (10.40)

Aby wyznaczy¢ wszystkie wspotczynniki y; nalezy stosowa¢ zasade energii za-
burzajac kolejno wszystkie amplitudy sktadowe dy; w zaleznosci (10.40).
Otrzymujemy uktad liniowy z niewiadomymi wspétczynnikami: y;.

W obliczeniach praktycznych bardzo czgsto linie ugigcia dla belek opisuje
si¢ wielomianami. W omawianym przypadku belki w postaci przgsta od funkcji
wymagamy spetnienia warunkéw podparcia belki oraz dodatkowo warunkéw
dla swobodnych brzegéw. Mamy wigc cztery warunki:

y|x:0=0 y|x:L=0
d2y d2y
M, _ = Iz-—dx2 x:o_o M, x:L—EIz-dxz X:L_o (10.41)

aby je speti¢ przyjmujemy wielomian 4 stopnia i obliczamy pochodne:
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Y= Y, k3o + e+ y (10.42)
dy 2 3

E: Vi +2y,x+3y;x" +4y,x (10.43)
dzy 2

a 2y, +6y;x+12y,x (10.44)

Podstawiamy powyzszy wielomian (10.42) i jego pochodne do warunkéw
(10.44) wyznaczamy state y_,y,, y,, 5, V4!

¥, =0 Yo + WL+ v, L+ y,L +y,L' =0

y,=0 2y, +6y,L+12y,[* =0 (10.45)
Rozwiazujac powyzszy uklad réwnan otrzymujemy:
Yo =0 y, =0 )’3:_2)’1/L2 )’4:)’1/L3 (10.46)

Podstawiajac otrzymane rozwigzania do wielomianu aproksymacyjnego (10.42)
otrzymujemy:

2y Vi, 4
y= ylx—L—1 X+ L31 X (10.47)
oraz:
dzy 12y,
— x+ 12 10.48
P ( )
Podstawiajac do (10.29) powyzsze wyrazenie otrzymujemy:
2
2-a 2y1 Vi 2
P y{x L— J El j( 412 Lot [ d o (1049)
Przeksztalcajac dalej mamy:
2
2-a°> a* 144y2EI x?
P-y| x— t—|=— 2| —x+— | dx 10.50
g 1( ror j r { L (100

Ostatecznie otrzymujemy:
3 4 3 4
A=A 4 prt 3. x—zf +4- |- P
L L L L

n 2 144-EI (1051
144-EI[| —x+"- | dx
L




© Politechnika Lubelska, Lublin 2008

15
Jezeli przyjac a=L/2 to:
25PL*
Yluco st = R4l (10.52)
Strzatka ugigcia:
25PL° 5 pr’
= - B 10.53
Yo = a5t 384E1. 16 49,152-EI. (103

jest to dobre przyblizenie rozwiazania Scistego (10.19), ale gorsze niz przyblize-
nie sinusoida (10.34). W przypadku innych belek warunki (10.41), ktére musi

spetni¢ wielomian beda inne. Dla przyktadu belki wspornikowej zamocowanej
na koncu x=0 i dtugos$ci L maja one postac:

dy
=0 — =0
y|x:0 dx =0
am 3 2
=2 =EH A M| =mr LY Z0 (1054)
” de | _, ©odx’ -L et : ’ -L
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Politechnika Lubelska, Wydzial Mechaniczny
Katedra Mechaniki Stosowanej
Laboratorium Wytrzymatosci Materialow

Imie i nazwisko Grupa Data Prowadzqcy Ocena
wykonania

Laboratorium Wytrzymatosci Materialow

Wyznaczanie linii ugiecia belki z zastosowaniem twierdzenia o wzajemnosci
przemieszczen

1. Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest doSwiadczalne sprawdzenie twierdzenia o wzajemnosci
przemieszczen (twierdzenie Maxwella) oraz do$wiadczalne wyznaczenie linii
ugigcia swobodnie podpartego przgsta obcigzonego pionowa sita skupiona.

2. Schemat i opis stanowiska

Badania doswiadczalne prowadzimy na stanowisku (rys. 1) sktadajacym si¢ z belki
(C) stalowej o statej sztywnosci na zginanie. Belka jest swobodnie podparta na kon-
cach i obciazona w wybranym punkcie odwaznikiem zawieszonym na wieszaku
(B). Wieszak oparty na rolce moze przemieszcza¢ si¢ wzdhuz belki. W innym punk-
cie na statywie magnetycznym zamocowano czujnik przemieszczenia (A).

(4)

3. Przebieg ¢wiczenia

1. Dokona¢ pomiaru w kilku miejscach geometrii belki: L - dtugos¢, b —
szeroko$¢, h — wysoko$¢. Pomiary powtarzamy, a w sprawozdaniu za-
mieszczamy warto$ci $rednie.

2. Na powierzchni belki zaznaczy¢, w podanych przez prowadzacego miej-
scach, punkty pomiarowe od 1 do 6 (rys. 2).
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3. W punkcie 1 umies$ci¢ czujnik przemieszczen i wyzerowac go.

4. Szalkg z zadanym obciazeniem umieszczamy kolejno w punktach 2, 3,
4,5, 61z czujnika odczytujemy przemieszczenia punktu 1 (rys. 3).

5. Pomiar mozna powtérzyé, aby sprawdzi¢ dokladno$¢ pomiardw.
W sprawozdaniu zamieszczamy wartosci $rednie z pomiaréw dla kolej-
nych punktéw.

6. W celu do$wiadczalnego potwierdzenia twierdzenia Maxwella dla wy-

branych par punktéw i dla réznych sit mierzymy ugigcia zmieniajac
czujnik i obciazenie miejscami (rys. 4).

y
P P
. X _ \"4 \ | X N
i Jj JZAN i J 2\
7 v T 7 v 7
(a) i (b) Yy
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4. Opracowanie wynikéw i wykonanie sprawozdania

1) W celu obliczenia i wykreslenia linii ugigcia belki nalezy:

a)

b)

9)

Dla przyjetego uktadu wspéirzednych okresli¢ wspdtrzedne punktow
pomiarowych 1,2,3,4,5,6,.... — okresli¢ odpowiednio wspétrzedne: x;,
X2, X3, X4 X5, Xs, ...(rys. 8a). Obliczy¢ teoretyczne wartosci przemiesz-
czenia y; (rys. 8b) dla punktéw pomiarowych i=1,2,3,4,5,6... Aby wy-
znaczy¢ przemieszczenie y;; podstawi¢: a=x; oraz x=x;. Analogicznie
Y21, podstawié: a=x;, x=x,. Pozostate y;; — a=x;, x=x;. Wyniki wpisuje-
my do tabeli.

Btad popetniony obliczy¢ ze wzoru:

yt_yd|

§y=| -100%
Vi

gdzie: y, — przemieszczenie wyznaczone ze wzoru (9), y, — przemiesz-
czenie zmierzone do$wiadczalnie.

Otrzymane warto$ci przemieszczen teoretycznych i doswiadczalnych
przenosimy na wykres.

2) W celu do$wiadczalnego potwierdzenia twierdzenia Maxwella dla wybra-
nych par punktéw i dla r6znych sit nalezy zmierzy¢ ugigcia zmieniajac czuj-
nik i obcigzenie miejscami (rys. 4). Biad popetniony obliczy¢ ze wzoru:

@,jj :M-IOO%
Yij

5. Wymiary stanowiska i inne dane:

Tabela 1

Lp.

L b h E I a P

[...] [..] [...] [..] [...] [...] [...]

1

2

3

Srednia

6. Przyjete punkty pomiarowe:

Tabela 2

Punkt

pomiarowy

Odlegtosé
X; [ . ]
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7. Wyniki pomiarow i obliczen dla linii ugiecia belki:
Tabela 3

Przemieszczenie | Przemieszczenie Btad pomiaru
Lp doswiadczalne teoretyczne 5= [y = Yl
yii [-.] yir [...] Vi

-100%

Zgodnie z twierdzeniem Maxwella: y;=y;; dla i=1,2,3,4,5,6...

Uwaga. Poda¢ wszystkie wzory, podstawienia i wyniki obliczen teore-
tycznych i btedéw.

8. Wykres teoretyczny i doswiadczalny linii ugiecia belki.
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9. Wyniki pomiaréw dla doswiadczalnego potwierdzenia twierdzenia
Maxwella:
Tabela 4
, . Przemieszczenie | Przemieszczenie Btad pomiaru
Wartosci ) )
G, /) Wariant 1: Wariant 2: 5 Yi— Y 100%
4 =" 0
yzjj[~--] yji[n-] Vi
(1,2)
(1,3)
itd...

Wariant 1: czujnik przemieszczen znajduje si¢ w punkcie i, za$ sita P w punkcie j.
Wariant 2: czujnik przemieszczen znajduje si¢ w punkcie j, za$ sita P w punkcie i.

10. Wnioski i uwagi koncowe.




