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Czyste zginanie statycznie
wyznaczalnej belki

Sily wewnetrzne

Sity zapewniajace spdjno$¢ obciazonego elementu sa nazywane sitlami we-
wnetrznymi. Sity te maja charakter oddziatywan wewngtrznych i mozna je
ujawni¢ wylacznie po mysSlowym przecigciu preta dowolna ptaszczyzna. Proce-
durg t¢ nazywamy metoda przecieé. Po przecigciu preta rozdzielone jego czgsci
uwaza si¢ za niezalezne. Sity wewnetrzne dzialajace w ptaszczyznie myslowego
przekroju sa zawsze skierowane przeciwnie wzgledem siebie, zgodnie z III za-
sada Newtona. Prawa cz¢$¢ preta dziata na cze$¢ lewa doktadnie, w taki sam
sposéb, jak cze$¢ lewa oddzialuje na prawa, ale z przeciwnym znakiem.
W ogélnym przypadku sily wewngtrzne roztozone na powierzchni przekroju
sprowadzamy do sity wypadkowej F i momentu wypadkowego M przytozonych
do $rodkéw cigzkosci przekrojow. Graficzne przedstawienie zmiennoS$ci sit we-
wnetrznych na dlugos$ci preta nazywa si¢ wykresem sit wewnetrznych.
W przypadku czystego zginania jedyna niezerowa sktadowa sit wewngtrznych
jest moment gnacy. Przy sporzadzaniu wykreséw sit wewngtrznych obowiazuje
umowa znakowa. W naszym przypadku znaki dodatnie sit wewngtrznych usta-
lamy zgodnie z rys. 1.

Rys. 1

W celu zbudowania wykreséw sit wewngtrznych na wstepie uktad uwalniamy
od wigzéw 1 wyznaczamy reakcje podpdr z réwnan roéwnowagi zapisanych dla cate-
go uktadu. Dla ptaskiego uktadu sit dziatajacych w ptaszczyznie xy mamy:

ipix:() ipiyzo iMiz):O (1)
i=1 i=1 i=1

gdzie: P, —rzuty sit na przyjeta o$ x, P, — rzuty sit na przyjgta oS y, M, — moment
sit wzgledem dowolnego punktu plaszczyzny xy.
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Przyjmujemy dowolny uktad wspotrzednych, przy czym o$ x zawsze skierowana
jest wzdtuz dtugosci analizowanego elementu. Dzielimy belk¢ na przedziaty,
w ktdérych osobno buduje si¢ wykresy sit wewngtrznych. W kazdym przedziale
sity wewngtrzne sa opisane jedna funkcja typu np. M=f{x). Granic¢ przedziatu
wyznacza tak zwany punkt charakterystyczny. Punkty charakterystyczne sa
to: poczatek i koniec preta, punkty przytozenia wigzdw, punkty przylozenia sit
i momentdw skupionych, punkty stanowiace poczatek i koniec obciazenia cig-
glego, punkty, w ktérych tacza si¢ prety o réznych krzywiznach. W kazdym
przedziale belke przecinamy (zgodnie z metoda przecig€), rozdzielajac ja na
dwie cze$ci. Jedna z nich my$lowo odrzucamy, a jej oddziatywanie zastgpuje
dziataniem wypadkowych sit wewngtrznych przytozonych w $rodkach cigzkos$ci
analizowanych elementéw. Mozna odrzuci¢ dowolna czg$¢. W ogélnym przypad-
ku w przekrojach poprzecznych belki wystgpuja trzy sktadowe sit wewnetrznych:
moment zginajacy M,, sita tnaca T oraz sita normalna N. W przypadku czystego
zginania T=N=0. Przylozone sily wewngtrzne zapewniaja rownowage obu czgsci
belki. W celu ich wyznaczenia zapisuje si¢ warunki réwnowagi, ale tylko dla roz-
patrywanej czesci belki. Identyczny wynik otrzymamy redukujac wszystkie sity
zewngtrzne z odrzuconej czgsci do srodka cigzkosci. Aby zbudowacé wykres sil
wewnetrznych na osi odcigtych przyjmuje si¢ wspétrzedna potozenia x, za$ na osi
rzednych kolejno odpowiednig sitg¢ wewngtrzng np. M,. Po przyjeciu odpowiedniej
podziatki dla sit odktada si¢ obliczone uprzednio wartosci i taczy ze soba odcin-
kami krzywych opisanych odpowiednimi funkcjami: M, = f{x). Wykresy nalezy
kreskowa¢ prostopadle do osi odniesienia, tzn. zgodnie z kierunkiem odktadania
przedstawionych na wykresie warto$ci. Na zakreskowanych polach zaznacza si¢
réwniez znaki sit wewngtrznych zgodnie z przyjeta umowa. Otrzymane wykresy
sit wewnetrznych dodatkowo spelniajq analityczne warunek [9,12,20]:

dT (x) M , (x)
=t ——=1T(x 2
It q i (%) 2)
gdzie: g — intensywnos¢ obcigzenia ciaglego. Znaki () wynikaja z umowy zna-
kowej i przyjetego uktadu wspotrzednych.

Czyste zginanie

Czyste zginanie jest to szczeg6lny przypadek zginania, gdy w belce wystepuje
wylacznie moment gnacy. W tym przypadku warto§¢ momentu gnacego jest
staty, a sifa tnaca nie wystgpuje (rys.2).
W celu okreslenia zalezno$ci pomigdzy naprezeniami i odksztalceniami
przy czystym zginaniu przyjmuje si¢ nastgpujace zatozenia upraszczajace:
1. Obciazenia dziataja w plaszczyznie symetrii belki zwanej plaszczyzng zgi-
nania.
2. Przekroje plaskie prostopadte do osi podluznej belki pozostaja ptaskimi
i prostopadtymi do osi po zgigciu belki (tzw. hipoteza Bernoulliego).
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3. Widkna, réwnolegte do osi belki przed ugigciem, pozostaja réwnolegle réwniez
do ugietej osi 1 nie oddziatuja na siebie w kierunku prostopadtym do osi belki.

M @ M

Na podstawie tych zatozen mozna udowodni¢, ze wzdluzne odksztatcenia
wzgledem osi x w zginanej belce zmieniaja si¢ liniowo wzdluz wysokosci belki
od wartoéci minimalnych do warto$ci maksymalnych (rys.3). Widkna podtuzne,
ktérych odksztalcenia wzgledne sa rowne zeru, leza w plaszczyznie nazywanej
warstwa obojetna. Witokna podtuzne po stronie wypuklej belki ulegaja wydtu-
zeniu, a wiékna po stronie wkleslej ulegaja skréceniu. Naprezenia po stronie
wklestej sa naprezeniami $ciskajacymi, a naprgzenia po stronie wypuklej sa na-
prezeniami rozciagajacymi. Do$wiadczenia wykazuja, ze deformacje widkien
w kierunku bocznym sg takie same jak przy prostym rozciaganiu lub $ciskaniu.

Rys. 2

-o A y

O  Warstwa o

obojetna
3; o )j€
_— \

G b
Rys. 3

Dlatego napr¢zenie normalne w kazdym widknie jest wprost proporcjonal-
ne do jego odksztalcenia podtuznego. Zapisujac prawo Hooke'a dla jednoosio-
Wwego stanu naprezenia otrzymuje sig:

g%l
|| ‘ i
h

c=¢-E=E-2 3)
p

gdzie: ¢ - napr¢zenie normalne wywotane zginaniem, € - odksztalcenie wzgled-
ne, £ - modut Younga, y — odlegto§¢ widkien od warstwy obojgtnej, p - krzywi-
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zna warstwy obojetnej. Ze zwiazku (3) wynika, ze napr¢zenia normalne przy
czystym zginaniu maja kierunek prostopadly do przekroju poprzecznego belki
i zmieniaja si¢ liniowo wraz z odleglo$cia y od warstwy obojetnej. Potozenie osi
obojgtnej z w przekroju poprzecznym mozna wyznaczy¢ z warunku réwnowagi.
Skad otrzymujemy warunki:

jy~dF=0 4)
F

jyz~dF=0 (5)
F

Calka ze wzoru (4) jest nazywana momentem statycznym pola przekroju po-
przecznego F wzgledem plaszczyzny xz. Aby spelni¢ powyzszy warunek os y
musi przechodzi przez srodek cigzkosci przekroju poprzecznego belki. Jest to
wigc 0§ glowna. Catka (5) jest nazywana momentem dewiacyjnym /,. pola
przekroju poprzecznego wzgledem plaszczyzny zy. Z tego warunku wynika, ze
0$ y jest osig symetrii przekroju poprzecznego belki, a wigc osie y 1 z sa glow-
nymi, centralnymi osiami bezwladnos$ci przekroju poprzecznego belki. Wartos¢
momentu gnacego M, mozemy wyznaczy¢ z rOwnania:

E
ad J' YdF =M, (6)
Py

Catka ze wzoru (6) jest momentem bezwladnos$ci I, przekroju poprzecznego
belki wzgledem plaszczyzny xz. Powyzsze wyrazenie (6) mozna zapisaé
W postaci:

M
%: El. @

lloczyn EI, w powyZszym wyrazeniu jest nazywany sztywnoscia belki na zgi-
nanie. Po podstawieniu wyrazenia okres$lajacego krzywizng (7) do wyrazenia (3)
otrzymuje sig:

at 8)
c=—+=
7 y

Z
Z zalezno$ci (8) wynika, ze maksymalne napr¢zenia w belce wystepuja we
witéknach najbardziej odlegtych od osi plaszczyzny xz. Po podstawieniu
| y| = Y max d0 Wzoru (8) otrzymuje sig:

Mg
G:iv (9)

gdzie:

W, = £ (10)

Z

ymax
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jest nazywany wskaznikiem wytrzymalo$ci na zginanie przekroju poprzecznego
belki. Znak we wzorze (9) okreslamy z umowy znakowe;j. Jezeli napr¢zenia po-
woduja wydtuzenie widkien to przyjmujemy znak (+), gdy za$ skrécenie znak (-).
Podczas projektowania belek zadanie praktycznie ogranicza si¢ do wyboru ksztal-
tu przekroju poprzecznego belki i takiego zwymiarowania go, aby rzeczywiste
naprezenie maksymalne w belce nie przekroczyto naprezen dopuszczalnych:

M

g max

14

Z

() =

max

<k, (11)

gdzie: o, - maksymalne naprgzenia zginajace w belce, k,. — naprezenia do-
puszczalne na rozciaganie lub na $ciskanie. Zalezno$¢ (11) nazywamy warun-
kiem wytrzymalo§ciowym na zginanie.

Przy konstruowaniu belek nalezy dazy¢ do tego, aby wskaznik wytrzymato-
sci mial maksymalna warto$¢ przy najmniejszej powierzchni przekroju po-
przecznego, co przyczynia si¢ do uzyskania minimalnego cigzaru belki. Zwigk-
szenie wskaznika wytrzymato$ci wymaga zwigkszenia momentu bezwtadnosci,
ktéry ze swej strony wzrasta, gdy wigksze czgsci przekroju sa skupione w skraj-
nych odlegtosciach od osi obojgtnej (np. przekrdj dwuteowy).

Badania tensometryczne

W badaniach do$wiadczalnych do pomiaru odksztalcen zastosujemy najbardziej
dostepne czujniki w postaci tensometréw oporowych. Sa one powszechnie stoso-
wane w praktyce laboratoryjnej ze wzgledu na ich doktadno$¢ oraz dostgpnosc.
Posiadaja inne zalety: moga mierzy¢ obciazenia statyczne i dynamiczne, uktady
w ruchu jednocze$nie w wielu punktach, maja pomijalny cigzar, daja bezposredni
pomiar. Tensometry mierza odksztatcenie wzdtuz ustalonego kierunku. Mozna je
stosowac¢ na powierzchni kazdego ciala, niezalezne od sposobu podparcia i obcig-
zenia elementu. Swobodna powierzchnia ciala zawsze pracuje w plaskim stanie
naprezenia. W przypadku czystego zginania belki moga to by¢ tensometry poje-
dyncze (rys.4), poniewaz znamy kierunki naprezen gtéwnych.

L AL
—
(o) (e}
- —
e=AL/L

Rys. 4

Pojedynczy tensometr oporowy zbudowany jest z drutu oporowego pocigtego na
kawatki o jednakowej dtugosci L (jest to tak zwana baza tensometru). Druty sa
od siebie odizolowane i potaczone szeregowo. Dodatkowo w celu zabezpieczenia
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przed dzialaniem otoczenia s oklejone z obu stron elastycznym izolatorem. Ten-
sometr na trwate, specjalnym klejem, mocujemy na powierzchni badanego ele-
mentu.Na skutek dziatajacego obcigzenia element odksztalca sig¢, a wraz z nim
przyklejony tensometr. Aby zbada¢ wielko$¢ odksztalcenia tensometru mierzy-
my zmiang jego oporu przed i po obciazeniu. Znajac jego charakterystyke mo-
zemy zmierzy¢ odksztatcenie elementu. Charakterystyka tensometru, czyli za-
lezno$¢ jego odksztalcenia w funkcji zmiany oporu, podawana jest przez produ-
centa 1 w zakresie pomiarowym jest najczesciej liniowa:
AR
e=k 2 (12)
gdzie: k —stala tensometru, R — opdr tensometru. Znajac odksztalcenie z prawa
Hooke’a dla jednowymiarowego rozciagania wyznaczymy naprezenie:
c=FE-¢ (13)
W ogélnym przypadku, gdy nie potrafimy wskaza¢ kierunkéw gléwnych
napr¢zen, do jednoznacznego opisu stanu napr¢zen w punkcie potrzebujemy
trzech pojedynczych tensometréw. W praktyce sa one ze soba zespolone i two-
rza jeden element nazywany rozeta tensometryczng. Rozrézniamy rézne typy

rozet, jednak najpopularniejsze sa rozety typu delta o kacie 60° (rys Sa) lub 120°
(rys.5b) oraz rozety prostokatne (rys.5c).

éx ’ SQOM
120"

Rys. 5

Warto$ci naprezen gtéwnych wyznaczamy z zaleznosci:
a) dla rozety delta o kacie 60° (rys.5a):

E\e,+€.,+€
L= ( 03(liov) 120 + \/ 860 860_8120)2+(£120_80)2 (14)
b) dla rozety delta o kacie 1200 (rys.Sb).
Ele,+¢ +€
= ( 03(1130\/) 240 + 1+V \/ 8120 8120_8240)2‘*(8240_80)2 (15)

c) dla rozety prostokatne] (rys.SC).

0,:E(8°+89°)i E
> 20-v) T 2(1+v)

(80 — &g )2 +(2£45 —€)— &y )2 (16)
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Czyste zginanie statycznie wyznaczalnej belki

1. Cel éwiczenia.

Celem ¢wiczenia jest doswiadczalne badanie z zastosowaniem tensometréw opo-
rowych statycznie wyznaczalnej, swobodnie podpartej belki obciazonej pionowy-
mi sifami skupionymi.

2. Opis stanowiska badawczego

Badania doswiadczalne prowadzimy na stanowisku (rys. 1) sktadajacym si¢ z belki
stalowej o stalej sztywnoS$ci na zginanie. Belka jest swobodnie podparta i obciazona
na obu koncach szalkami z odwaznikami o cigzarze P kazdy. Rozstaw podpdr wy-
nosi L, za$ szalki z odwaznikami zawieszono w odlegtosci a od podpér. Na po-
wierzchni gornej i dolnej belki naklejono tensometry potaczone z uktadem pomia-
rowym ESAM TRAVELLER i komputerem zbierajacym pomiary.

y

=

Z L 7%

- Rys. 1

3. Przebieg ¢wiczenia

1. Dokona¢ pomiaru w kilku miejscach geometrii belki: L - dtugos¢, b —
szeroko$¢, h — wysokos¢, a — odlegto$¢ obciazen. Pomiary powtarzamy,
a w sprawozdaniu zamieszczamy wartosci Srednie.

2. Sprawdzi¢ czy belka znajduje si¢ symetrycznie na podporach.

Zgodnie z wytycznymi prowadzacego przygotowac¢ uktad pomiarowy.

4. Dokona¢ pomiaréw odksztatcenia dla wskazanych obciazen.

e
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4. Opracowanie wynikéw i wykonanie sprawozdania

1) W celu opracowania sprawozdania nalezy:

a)
b)

c)
d)

€)

Wszystkie wyniki pomiaréw umiesci¢ w sprawozdaniu.

Naszkicowaé zarys belki, wyznaczy¢ reakcje i narysowac¢ wykresy sit
wewngtrznych dla omawianej belki.

Z badan do$wiadczalnych obliczy¢ naprezenia normalne o, na ze-
wnetrznych powierzchniach belki.

Obliczy¢ teoretyczne wartosci naprezenia normalne 6, na zewngtrznych
powierzchniach belki.

Btad popetniony wyznaczy¢ ze wzoru:

|0r—04|

o,

00 = -100%

Otrzymane warto$ci naprgzen teoretycznych i doswiadczalnych prze-
nie$¢ na wykres momentu gnacego w funkcji odksztatcen wzglednych.

5. Wykresy sil wewnetrznych
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6. Wymiary stanowiska i inne dane

Tabela 1
Lp. L b h E 1 a \\A
[...] [..] [...] [..] [... [...] [
1
2
3
Srednia

7. Wiyniki pomiaréw i obliczen

(a) Tensometr 1 — naklejony na gérnej powierzchni belki:

Tabela 2
Odksztatcenie seni zeni Btad i
Obciazenie | oo iodnn Naprqzeme Naprezenie 4d pomiaru
PLI gle doswiadczalne | teoretyczne &= o4 0| 100%
el...] ogl...] o [...] .
(a) Tensometr 2 — naklejony na dolnej powierzchni belki:
Tabela 3
.. . | Odksztalcenie | Naprezenie |Naprezenie | Btad pomiaru
Obciazenie led L
wzgledne | do§wiadczalne | teoretyczne o, -0
Pl.] oy =—-100%
el...] ogl...] o[...] f

Uwaga. Poda¢ wszystkie wzory, podstawienia i wyniki obliczen teoretycznych

1 btedow.
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8. Wykres momentow gnacych w funkcji odksztalcen wzglednych

9. Whnioski i uwagi koncowe



