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1. Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie si¢ z metodami analizy kinematyki bryty sztywnej w cza-
sie ruchu ptaskiego oraz teoretyczne i doswiadczalne wyznaczenie masowego momentu

bezwladnosci kota.

2. Wstep teoretyczny

Ruchem ptaskim bryty sztywnej nazywamy ruch, w czasie ktorego wszystkie punkty tego
ciala poruszaja sie¢ w plaszczyznach rownolegtych do pewnej plaszczyzny nieruchomej
nazywanej ptaszczyzna kierujaca. Przyktadami takiego ruchu moga by¢ np. przesuwanie
mebli po podltodze (role plaszczyzny kierujacej pelni ptaszezyzna podlogi), toczenie kraz-
ka po torze prostoliniowym — ptaszczyzng kierujaca jest w tym przypadku plaszczyzna
tego kota czy tez ruch korbowodu silnika. Nalezy zauwazy¢, ze punkty ciata lezace na
dowolnej prostej prostopadiej do ptaszczyzny kierujacej poruszaja sie po takich samych
torach, maja wiec jednakowe predkosci i przyspieszenia. Zatem badajac ruch ptaski bryty
wystarczy wzig¢ pod uwage jeden przekrdj tego ciata dowolng ptaszczyzna rownolegly do
kierujacej.

Latwo mozna wykazaé, ze dowolne przemieszczenie jakie wykonuje ciato poruszajace
sie ruchem ptaskim moze by¢ zrealizowane za pomoca ztozenia translacji (tj. przesuniecia
réwnoleglego) oraz obrotu wokét okreslonego punktu plaszezyzny kierujacej. Alternatyw-
nie mozna réwniez wykazac, ze dowolna zmiana potozenia w ruchu ptaskim da sie przed-
stawi¢ jako obrot wokét kazdorazowo innego punktu ptaszezyzny kierujacej —punkt ten
jest nazywany chwilowym $rodkiem obrotu. Nazwa ta wynika z faktu, ze w kazdej chwili
czasu t punkt ten zajmuje inne potozenie.!

7 powyzszych rozwazan wynika, ze szczegodlnymi przypadkami ruchu ptaskiego sa dwa
inne ruchy bryly sztywnej, a mianowicie ruch postepowy i ruch obrotowy. W ruchu po-

stepowym wszystkie punkty ciata przemieszczaja sie rownolegle, nie wystepuje zatem

1 W odréznieniu od ruchu obrotowego, kiedy $rodek obrotu nie zmienia swojego polozenia
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sktadnik przemieszczenia ruchu ptaskiego zwigzany z obrotem. Natomiast w przypadku
ruchu obrotowego bryty sztywnej punkt wokot ktorego nastepuje obrot jest staty tj. nie
zmienia swojego potozenia w czasie. Oznacza to, ze w czasie ruchu nie wystepuje kompo-
nent translacyjny przemieszczenia.

Jako klasyczny przypadek ruchu ptaskiego bryty rozpatrzmy toczenie kota, przy czym
celem uogdlnienia rozwazan zalozymy, ze koto to toczy sie po rowni pochytej. Dynamicz-
ne rownanie ruchu analizowanego krazka mozna ulozy¢ na kilka sposobow. W pierwszej
kolejnosci przedstawiony zostanie sposob bazujacy na rownaniach Newtona i zasadzie
d’Alamberta. Do zapisania tych réwnan wykorzystamy twierdzenie o ruchu srodka masy
oraz twierdzenie dotyczace kretu (momentu pedu) ciata wzgledem $rodka masy. W dalszej
czesci opisu teoretycznego przedstawione zostanie wyprowadzenie rownania ruchu kota na
podstawie rownan Lagrange’a drugiego rodzaju.

Rozpatrzmy plan sit dziatajacych na krazek o masie m znajdujacy si¢ na réwni po-
chytej ustawionej pod katem o do poziomu—Rysunek 1. Na krazek dziataja: pionowa
sita ciezko$ci mg oraz sktadowa normalna reakcji podtoza N i sktadowa styczna reakcji

podloza (sita tarcia) T przytozone w punkcie C' styku kota z podtozem.

Rysunek 1. Rozklad sit dzialajacych na koto toczace sie po réwni pochytlej

Zapisujac dynamiczne rownania ruchu srodka masy S wzdtuz rowni (o§ Ox) oraz na

kierunku normalnym Oy otrzymujemy

mx =mgsina — T
(1)
0=—-mgcosa+ N
gdzie notacja ¥ oznacza druga pochodng wspotrzednej = po czasie —tj. przyspieszenie
srodka masy krazka w dot réwni.
Gdyby poming¢ wymiary krazka i traktowac¢ go jako punkt materialny to masa uktadu
bytaby skupiona w jednym punkcie i dwa powyzsze réwnania jednoznacznie okreslatyby

ruch ciata. Z uwagi jednak na fakt, ze wymiary nie sa pomijalnie mate (r # 0) to masa kota
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jest roztozona w catej jego objetosci. Miara tego rozktadu jest wielkos¢, ktorg nazywamy

masowym momentem bezwladnosci i obliczamy z zaleznosci

Qy:/;g%hn 2)

gdzie ( oznacza odlegltos¢ wycinka masy dm od przyjetego bieguna O. Jednostka miary
momentu bezwladnoéci w uktadzie SI jest kg-m?. Moment bezwladnosci odgrywa analo-

giczng role w dynamice ruchu obrotowego bryt jak masa w dynamice ruchu postepowego.

0°

Rysunek 2. Rozklad masy ciala sztywnego i definicja masowego momentu bezwladnosci

Wobec powyzszego nalezy zapisa¢ dodatkowe rownanie ruchu; wykorzystane zostanie
w tym celu twierdzenie o krecie ciata materialnego. Zgodnie z jego trescia pochodna wzgle-
dem czasu kretu uktadu materialnego wzgledem osi przechodzacej przez jego srodek masy
i poruszajacej sie razem z tym srodkiem ruchem postepowym réwna jest sumie momentéw
sit zewnetrznych dziatajacych na ten uktad i wyznaczonych wzgledem tejze osi.

Stosujac oznaczenia jak na Rysunku 1 zachodzi zatem zaleznosé

o SoM, (3)
gdzie K¢ oznacza wektor kretu krazka wzgledem osi prostopadtej do ptaszczyzny kota
i przechodzacej przez jego srodek masy (punkt S), zas Mg; wektor momentu i-tej sity
zewnetrznej wzgledem punku S5 symbol n oznacza liczbe dziatajacych sit.

Uwzgledniajac fakt, ze wszystkie sity dzialajace na koto leza w jego ptaszczyznie
(ptaszczyzna rysunku) oraz podstawiajac do réwnania wektorowego (3) ogdélne wyraze-
nie na kret uktadu materialnego Kg = Is w otrzymuje sie ostatecznie zapis skalarny
(odpowiadajacy réwnaniu wektorowemu dla kierunku prostopadtego do plaszczyzny kota)

d(Is w)
dt

przy czym e = w oznacza przyspieszenie katowe rozwazanego uktadu (kota), a Ig jego

=Ise="Tr (4)

moment bezwtadnosci wzgledem srodka masy. Wystepujaca po prawej stronie rownania
suma momentéw zawiera tylko jeden sktadnik T'r, gdyz tylko ta sita ma niezerowe ramie
wzgledem $rodka masy S.
Wyznaczajac z powyzszego rownania T' 1 wstawiajac do zaleznosci (1); otrzymuje sie
Ige

mE =mgsinao — — (5)
r
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Rysunek 3. Rozklad predkosci punktéw kota toczacego sie po réwni pochytej

W celu ustalenia zaleznosci miedzy przyspieszeniem liniowym & Srodka masy krazka S
a przyspieszeniem katowym e kota przeanalizujmy plan predkosci wybranych punktow
bryty —schemat na Rysunku 3.

Przyjmujac zatozenie, ze toczenie krazka odbywa sie bez poslizguw analizowanej chwili
czasu t > 0 punkt C styku kota z podlozem nie porusza sie (vs = 0); punkt ten stanowi
zatem chwilowy $rodek obrotu krazka. Mozna zatem okresli¢ predkosci innych wybranych

punktow kota
va = w|CA| vs = w|CS| vp = w|CB| vp = w|CD)| (6)

Wektory tych predkosci sa prostopadte do odpowiadajacych im promieni poprowadzonych
z chwilowego $rodka obrotu C' — patrz Rysunek 3.
Rézniczkujac wzgledem ezasu zaleznosé (6), na predkos$é srodka masy krazka S otrzy-
mujemy przyspieszenie tego punktu
. dvg  d(wr)
A T

Wyznaczajac z powyzszej zaleznosci przyspieszenie katowe € i wstawiajac do réwnania (5)

=cr (7)

ruchu srodka masy wzdhuz osi Ox otrzymujemy

I
(m+r—§)i’:mgsina (8)

Jest to réwnanie rézniczkowe liniowe, zwyczajne, niejednorodne, drugiego rzedu. W celu
jego rozwigzania wystarczy dwukrotnie obustronnie scatkowa¢ wzgledem zmiennej nieza-

leznej t

1
<m+—§> (t) =mgsina -t + Cy
r

I 1
(m + —g) x(t) = émgsina 24+ Ot 4 Cy
r
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Wielkosci C i Cy stanowig state catkowania wyznaczane z warunkéow poczatkowych ru-
chu. Zaktadajac, ze ruch krazka rozpoczyna sie w punkcie bedacym poczatkiem uktadu
wspOlrzednych (z(t=0) = 0) oraz bez predkosci poczatkowej (vs(t=0) = 0) wartosci tych

statych wynosza C; = C5 = 0. Ostatecznie zatem otrzymuje si¢
I 1
(m + T—g) x(t) = oMy sin o - 2 (10)

Mierzac czas t, konieczny do pokonania dystansu L bedacego dtugoscia réwni mozna

wyznaczy¢ eksperymentalnie warto$¢ momentu bezwtadnosci krazka I

t2
Is = <img sina — m) 7 (11)

Powyzsze rozwazania dotyczyty wyprowadzenia rownan ruchu ciata na podstawie praw
[. Newtona. W przypadku nieswobodnych uktadéw punktéw materialnych jest czesto to
utrudnione ze wzgledu na koniecznosé uwzgledniania dodatkowych warunkéw wynikaja-
cych z rownan wiezéw. Pociaga to za soba koniecznosé wprowadzenia do rownan dynamiki
sit reakcji—por. zaleznosci (1). Wielkosci te stanowia dodatkowe niewiadome problemu,
ktore czesto moga by¢ trudne do zidentyfikowania. Trudnosci powyzsze mozna wyelimi-
nowaé¢ wyprowadzajac rownania ruchu uktadu metodami energetycznymi. Jedna z nich
jest zastosowanie rownan Lagrange’a drugiego rodzaju.

Stosowanie metod energetycznych wiaze sie z koniecznoscia wyboru uktadu wspétrzed-
nych uogdélnionych. Wspotrzedne uogdlnione to niezalezne od siebie wspotrzedne, ktore
jednoznacznie definiuja potozenie badanego uktadu w przestrzeni. Najczesciej przyjmu-
ja one posta¢ przemieszczen, przy czym moga to by¢ zaréwno przemieszczenia liniowe
(translacyjne) jak i katowe (rotacyjne). W tak wybranym uktadzie odniesienia definiuje
sie funkcje energii potencjalnej V' (q) oraz energii kinetycznej T'(q, ¢,t) gdzie ¢ oznacza
przyjeta wspohrzedng uogélniong.?

Roéwnania Lagrange’a maja postac

Q (12)

a(ory o op v
dt \ 9q dqg 0§ Oq

gdzie D oznacza funkcje dyssypacji energii uktadu (inaczej rozpraszania energii, np. w wy-
niku ttumienia ruchu), wielko$¢ @) zas jest uogdlniong sita czynna (niepotencjalng i nie-
dyssypatywna).

Wybierzmy zatem wspotrzedna uogolniong g opisujaca jednoznacznie potozenie kota w
dowolnej chwili czasu t. Moze nig by¢ np. potozenie sSrodka masy kota wyznaczane wzdtuz
réwni z(t) = q(t) — Rysunek 4. Podobnie jak w poprzednim wyprowadzeniu zakladamy,
ze poczatek osi Ox pokrywa sie z miejscem, z ktérego rozpoczyna sie ruch kota.

2 Zapis dotyczy uktadu o jednym stopniu swobody. W przypadku ogdélnym wielu stopni swobody

rozwazanego ukladu energie te sa funkcjami wszystkich stopni g;
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Energia potencjalna V' (gq) kota jest zwiazana tylko z dzialajaca na nie sila ciezkosci

i dana jest zaleznoscig

V(g) =mgh(t) =mg(H — gsina) (13)

gdzie przyjeto, ze poziomem odniesienia V' = 0 jest poziom podstawy réwni.

Rysunek 4. Rozklad predkosci punktéw kota toczacego sie po réwni pochytej

Obliczajac energie kinetyezna T'(¢,q) toczacego sie kota (rozpatrywanego jako bryta
sztywna) nalezy skorzystaé z twierdzenia Koniga. Twierdzenie to méwi, ze catkowita ener-
gia kinetyczna bryly sztywnej réwna jest sumie dwu sktadnikéw —tj. energii kinetycznej
ruchu postepowego z predkoscig srodka masy tej bryty i energii kinetycznej w chwilowym

ruchu obrotowym wokét osi przechodzacej przez srodek masy. A zatem:

T=T,+T, (14)
gdzie T, oznacza energi¢ kinetyczng ruchu postepowego, zas T, oznacza energie kinetycz-
na w chwilowym ruchu obrotowym wokdt osi przechodzacej przez srodek masy bryty.
Uwzgledniajac plan predkosci przedstawiony na Rysunku 3 mozna zapisaé

Ty(0) = gt = pmd(t 1) = 31e” = 315 (1) (15)

2 2

DO | —

Wstawiajac powyzsze zaleznosci do réwnania Lagrange’a (13) i po obliczeniu odpo-

wiednich pochodnych otrzymujemy ostatecznie réwnanie ruchu kota

I
<m+—§>éj—mgsina:0 (16)
r

Posta¢ ta jest identyczna z wczesniej wyprowadzonym réwnaniem (8).
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3. Przebieg éwiczenia

1. Dokona¢ pomiaréw geometrycznych krazka wykorzystywanego w ¢wiczeniu — Rysu-

nek 5; wyniki zanotowa¢ w Tabeli 1.

Rysunek 5. Model kota badany w é¢wiczeniu

2. Obliczy¢ wartosé¢ teoretyczng [ g) masowego momentu bezwladnosci modelu kota; w

obliczeniach rozwazy¢ jego podziat na dwie podstawowe czesci. Niezbedne do obliczen
teoretycznych wzory znajduja sie w Tabeli 3 na koncu instrukcji. Otrzymany wynik

zgtosi¢ prowadzacemu zajecia.

Tabela 1. Wyniki pomiaréw iobliczen teoretycznych modelu kota

P d1 d2 bl b2
[ [ ] [ ] [T 0]
vome | w w1

Ig) _ g) " ]g) _

3. Ustawi¢ réownie¢ pochyta na stabilnym podtozu; w razie potrzeby wyregulowaé¢ poziom
podstawy wedlug wskazan poziomicy znajdujacej sie w stelazu stanowiska. Nastawic¢
pokrettem regulacyjnym kat nachylenia rowni wedtug wytycznych otrzymanych od
prowadzacego.

4. Ustawi¢ krazek na szczycie réwni—tj. w punkcie oznaczonym ,0’ na skali dtugosci;

zwrocié uwage, aby o$ rolki byta prostopadta do szyny réwni. Zmierzy¢ czas toczenia
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sie krazka do konca rowni i zanotowa¢ w Tabeli 2. Probe powtoérzy¢ pieciokrotnie

i obliczy¢ wartos¢ srednia.

Tabela 2. Wyniki pomiaréw préby toczenia

L= [ ]
aq tl t2 t3 t4 t5 tsr
] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
= ]
[6%) f}l t2 t3 t4 t5 tsr
] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
K= 1]

5. Obliczy¢ ze wzoru (11) doswiadczalng warto$é momentu bezwladnosci krazka [ fgd),

wynik zanotowa¢ w Tabeli 2.

4. Przygotowanie sprawozdania

Prawidtowo wykonane sprawozdanie powinno zawierac:

1. Strone tytutowa

Cel ¢wiczenia

Schemat stanowiska laboratoryjnego oraz szkic modelu kota

Tabele wynikéw pomiaréw geometrycznych krazka —Tabela 1

A

Szczegodtowe obliczenia teoretyczne masowego momentu bezwladnosci 1 g) badanego
uktadu

6. Wyniki pomiaréw proby toczenia — Tabela 2

I

8. Obliczenia wartosci btedéw wyniku teoretycznego masowego momentu bezwtadnosci

Szczegotowe obliczenia

1 g) + Al ét) oraz momentu do$wiadczalnego [ éd) + Al éd). Obliczenia przeprowadzi¢

metoda rézniczki zupetnej. Otrzymane wyniki poréwnac

9. Whnioski
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Pytania kontrolne

Zdefiniowa¢ ruch ptaski, poda¢ przyktady

Oméwi¢ pojecie chwilowego srodka obrotu

Okresli¢ rozktad predkosci na toczacym sie kole

Okresli¢ rozktad przyspieszen na toczacym sie kole

Poda¢ Tw. Koeniga

Zapisa¢ ogblng postaé¢ réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju
Zapisa¢ dynamiczne rownanie ruchu toczacego sie kota

Definicja masowego momentu bezwtadnosci bryty
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Tabela 3. Masowe momenty bezwltadnosci wybranych bryl. Parametr m oznacza kazdorazowo

mase bryly
<o
Lo, 2
1 Smr 2 mr
2
; <L ) A S )
|
w ﬁmﬂ | ; | —ml?
&
2 f 2
5 5m7‘2 5 E gmr2
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