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1. Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie sie studentow ze zjawiskiem drgan wlasnych ttumionych

oraz doswiadczalne wyznaczenie wartosci kinematycznego wspotczynnika tarcia ciegien.

2. Podstawy teoretyczne

Tarciem nazywa si¢ catoksztalt zjawisk wystepujacych miedzy stykajacymi sie ciatami sta-
tymi. Przyczyna powstawania tarcia jest chropowato$¢ powierzehni kontaktu. Sita reakcji
R wzajemnego oddziatywania migdzy tymi powierzchniami daje si¢ najczesciej zreduko-
waé do dwu sktadowych — sktadowej normalnej (prostopadiej) N do powierzchni i sktado-
wej stycznej T nazywanej zwyczajowo sita tarcia (R = N+ T). Jedli ciala przemieszczaja
sie wzgledem siebie to mowimy o tarciu kinetycznym, natomiast w warunkach spoczynku

wystepuje tarcie statyczne.

mg

Rysunek 1. Uklad sit dziatajacych na cialo w warunkach tarcia

Jednym ze szczegdlnych przypadkéw zjawiska tarcia jest tarcie ciegien. Zachodzi ono
miedzy powierzchniami krzywoliniowymi (cylindrycznymi) a ciatami wiotkimi na nie na-
winietymi jak liny, tasmy, sznury, pasy itp. Sity tego typu wystepuja np. w hamulcach
tasmowych czy tez w przektadniach pasowych; ich dziatanie sprowadza sie do ograni-

czenia badz niedopuszczenia do wzajemnego poslizgu kota i pasa. Nalezy zaznaczy¢, ze
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Rysunek 2. Uktad sit dziatajacych na ciggno opasane wokét nieruchomej powierzchni walcowej

w przypadku zjawiska tarcia ciggien zaréwno sktadowa normalna reakcji podtoza N jak
i sktadowa styczna T nie sa state wzdtuz tuku przylegania ciggna. Tym samym sity wy-
stepujace na obu koncach ciegna sa rézne Sy # Sy (Rysunek 2). Zaleznosé miedzy nimi
okresla wzor L. Eulera

Sp = 9y et (1)

gdzie 1 oznacza wspotczynnik tarcia miedzy powierzchnig walcowa a ciggnem, zas « jest
katem opasania, tj. katem Srodkowym opartym na fragmencie obwodu kota, na ktorym
nastepuje kontakt z ciegnem. Wartos$¢ tego kata jest wyrazana w zaleznosci (1) w mierze
hukowej.

Wzor powyzszy jest shuszny przy zatozeniu, ze tarcie jest w petni rozwiniete, tzn. jesli
sita oddzialtywania na ciggno przekroczy wartosé¢ S; to rownowaga ukltadu nie zostanie
utrzymana i nastapi poslizg ciegna po powierzchni.

7 inzynierskiego punktu widzenia tarcie powoduje kilka istotnych skutkéw —m.in. opor
wzglednego przemieszczania i zuzywanie tracych sie cial. W szczegolnosci w potaczeniach
ruchowych sita tarcia jest czynnikiem szkodliwym, gdyz powoduje straty energii. Z ener-
getycznego bowiem punktu widzenia zjawisko tarcia jest procesem dysypatywnym, tzn.
takim w ktérym nastepuje przemiana energii kinetycznej lub pracy sit utrzymujacej trace
sie ciata w ruchu ustalonym w inne formy energii np. cieplng. Ilo$¢ traconej w ten sposob
energii moze by¢ podstawg do okreslenia wartosci wspotczynnika tarcia.

Przeanalizujmy w tym celu zjawisko drgan wtasnych ttumionych i elementarny uktad
mechaniczny sktadajacy sie ze sprezyny o sztywnosci k i ciata o masie m poruszajacego
sie¢ po poziomej, chropowatej powierzchni. W tym przypadku na ciato to wzdtuz kierun-
ku jego ruchu dziala sita proporcjonalna do wychylenia F (sila restytucyjna) oraz sita
oporu T (Rysunek 3). Sposréd najczesciej stosowanych modeli opisow sity ttumienia, do

najprostszych nalezy model, w ktorym przyjmuje sie, ze thumienie jest proporcjonalne
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do predkosci ruchu v(t) = #(t). Ten typ ttumienia nazywamy ttumieniem wiskotycznym.
Zalozenie to daje zadowalajaca doktadnos¢ wynikow w przypadku niewielkich predkosci

ruchu, z jakimi mamy do czynienia przy rozpatrywaniu matych drgan sprezystych.

X

N

Rysunek 3. Elementarny uklad drgajacy

Uktadajac rownanie ruchu klocka otrzymuje sie
mi = =T — Fj (2)

Przyjmujac, ze sita sprezystosci F jest wprost proporgjonalna do wychylenia x, a sita opo-
row T' zalezy liniowo od predkosci otrzymujemy ogolng posta¢ rownania ruchu drgajacego
z ttumieniem wiskotycznym:

mi + ci + ke =0 (3)

gdzie ¢ oznacza wspoétezynnik ttumienia wiskotycznego (kg/s), zas k jest stala sztywnoscei

dt de2 -

sprezyny (N/m). W powyzszym zapisie przyjeto notacje i(t)

Po obustronnym podzieleniu przez mase otrzymujemy postac:
i+ 2nid +wiz =0 (4)

gdzie wy oznacza czestosé drgan whasnych uktadu (rad/sek), zas n jest wspélezynnikiem
ttumienia (1/sek). W zaleznosei od wzajemnych relacji wartosci stalych n i wy wyrdznia
sie trzy mozliwe przypadki:

— tlumienie podkrytyczne gdy n? < w?

— tlumienie nadkrytyczne gdy n? > w2

— tlumienie krytyczne gdy n? = w?

W przypadku tlumienia podkrytycznego uktad wykonuje oscylacje o statej czestosci
wy, ale malejacej w czasie amplitudzie. Przyktadowy przebieg w czasie tego typu drgan
przedstawiono na Rysunku 4a. W dwu pozostatych przypadkach ttumienie w uktadzie jest
na tyle duze, ze uktad nie wykonuje drgan, tzn. z niezerowego potozenia poczatkowego
powraca bezposrednio do potozenia réwnowagi — Rysunek 4b.

W interesujacym nas przypadku drgan z thumieniem podkrytycznym rozwiazanie ogél-

ne rownania rézniczkowego ruchu ma postac:

z(t) = e ™ (C) coswit + Cysinw;t) (5)
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Rysunek 4. Przykladowy przebieg czasowy drgan tlumionych: (a) podkrytycznie, (b) nadkry-

tycznie

gdzie wy oznacza czestos¢ drgan ttumionych

wi = \Jwf —n? (6)

Przyjmujac, ze w chwili poczatkowej t = 0 potozenie i predko$¢ poczatkowa wynosity

odpowiednio zg = z(t = 0) i vg = &9 = #(t = 0) stale C; i Cy przyjmuja wartosci:

L=y Cy— nZo + Yo (7)

%I

Podane rozwiazanie z(t) = e (€} coswyt + Cysinwit) moze zostaé przeksztalcone

1 zapisane w nieco innej postaci:
z(t) = Age ™ sin(wit + ) (8)

gdzie

2
Aozm:\/x3+(nxo+vo) tan(p:& (9)

T nTy + T

Z przeksztatconego rownania wynika, ze wraz z uptywem czasu t wychylenie x(t) dazy
do zera; oznacza to, ze drgania tlumione zanikaja catkowicie po nieskonczenie dlugim
okresie. Mimo ze drgania te sg nieokresowe, kolejne maksymalne odchylenia oraz kolejne
potozenie srodkowe uzyskiwane sg po takich samych odstepach czasu. Dlatego tez wpro-
wadza sie pojecie okresu i czestosci drgan thumionych wy.

Do eksperymentalnego wyznaczenia wspotczynnika tarcia ciggna wykorzystane zosta-
nie stanowisko laboratoryjne, ktérego schemat przedstawiono na Rysunku 5. Sktada sie
ono z nieruchomego bebna (1), przez ktore przerzucone zostato elastyczne ciggno (2). Oba
konce ciegna sa zamocowane do klocka (3) o pomijalnej masie. Do klocka przymocowany
zostal sztywny pret (4), na koncu ktoérego znajduje sie duza masa skupiona m (5).

Do wyprowadzenia zalezno$ci matematycznych okreslajacych wartos¢ wspotezynnika
tarcia ciegna p wykorzystane zostanie twierdzenie o zmianie energii kinetycznej. Zgodnie

z trescig tego twierdzenia catkowita zmiana energii kinetycznej AT uktadu w skonczonym

—— strona4z9 —



\

Rysunek 5. Schemat stanowiska laboratoryjnego do wyznaczania tarcia ciegien

przedziale czasu At jest réwna sumie prac wykonanych przez wszystkie sity dziatajace
na ten uktad. Na potrzeby niniejszych rozwazan sity te podzielimy na sity zachowawcze

i niezachowawcze.! Obowigzuje zatem zaleznosé
AT =L,+L,. (10)

gdzie symbole L, i L, oznaczaja odpowiednio prace sit zachowawczych (np. sita ciezkosci,
sita sprezystosci) i sit niezachowawczych (np. sita tarcia). W przypadku sit zachowawczych
praca wykonywana przez te sity L, jest rowna zmianie energii potencjalnej AV =V, —V;

tych sit ze znakiem ujemnym. Ostatecznie zatem mozna zapisaé

gdzie indeksy dolne 1 i 2 oznaczajg dowolne chwile czasowe.
Rozwazmy zatem uktad wahadta na stanowisku laboratoryjnym (Rysunek 5). Wahadto
zostaje wychylone ze stanu rownowagi o kat 6; do potozenia ,17, a nastepnie zwolnione
! Dana sile nazywamy zachowawcza (inaczej potencjalng), jezeli praca wykonana przez nia nad
punktem materialnym poruszajacym si¢ po dowolnym zamknietym torze jest réwna zeru. Sily, ktore

nie spelniaja tego warunku sa sitami niezachowawczymi (niepotencjalnymi)
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bez nadawania predkosci poczatkowej. Wahadto rozpocznie ruch do dotu, a po minigciu
dolnego potozenia réwnowagi wychyli sie w przeciwng strone o maksymalny kat 6, < 6;.2
Poniewaz ruch rozpoczal sie z potozenia ,,1” bez predkosci poczatkowej oraz potozenie
»27 jest polozeniem skrajnym odpowiadajacym maksymalnemu wychyleniu (polozenie
zwrotne ruchu wahadta) to predkosci w obu tych miejscach wynosza v; = vy = 0. Tym
samym zeruja sie takze energie kinetyczne 77 = T = 0.
Energia potencjalna w uktadzie zwigzana jest jedynie z dziataniem sit ciezkosci i w skraj-

nych potozeniach jej wartosci wynosza
Vi = mghy Vo = mghs (12)

gdzie przyjeto poziom odniesienia (poziom 0) wartosci energii potencjalnej w dolnym

potozeniu rownowagi wahadta. Z zaleznosci geometrycznych wynika
hy = 1(1 — cos 6) hy =1(1 — cos ) (13)

gdzie dtugoéé wahadta [ = |AC/|. Dla matych katéw mozna zastosowaé przyblizong zalez-
nos¢ cosa ~ 1 — %2 wynikajaca z rozwiniecia funkcji cos(a) w szereg Taylora, przy czym
warto$¢ kata a winna by¢ wyrazona w radianach. A zatem zmiana energii potencjalne;

uktadu dana jest zaleznodcia
1
AV =Vy< Vi =gmgl (63 —67) (14)

Droga katowa wahadta pomiedzy potozeniami 17 i 2”7 wynosi 6; + 6, (rad) i stad

odpowiadajaca jej dtugos¢ tuku réwna jest przemieszczeniu s

d
W zwiazku z tym praca wykonywana przez site tarcia (site niezachowawcza)
1

Z warunku réwnowagi ciegna wynika, ze sita tarcia T jest roznica wartosci sit S; 1 So
dzialajacych z obu jego stron T' = S; — S5 —Rysunek 2. Podstawiajac zaleznosci (17)

i (14) do (11) oraz po dokonaniu uproszczen otrzymujemy
[
Sl _SQ‘I“ng (01 —92) =0 (17)

Uwzgledniajac zaleznosé L. Eulera (1) oraz warunek réwnowagi w dolnym potozeniu
wahadta
mg = 51 + 52 (18)

2 Gdyby nie wystepowaly w ukladzie straty energii na opory ruchu, to wychylenie po drugiej stronie

byloby identyczne (6 = 6;)
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wzér (17) po przeksztatceniach mozna zapisa¢ jako

d(e* —1)
Al =0y — 0 = ——= 19
=0 = Sy (19)
7 powyzszej zaleznosci mozna wyznaczy¢ wartos¢ wspotczynnika tarcia p ciegna
1 d+ A0
=—In|—— 20
F=am (d - me) (20

W powyzszym réwnaniu Af okresla zmiane kata wychylenia wahadla tj. zmniejszenie
amplitudy w 1/2 cyklu ruchu drgajacego. A zatem w jednym pelnym cyklu zmiana be-
dzie wynosita 2A0. Poprawe doktadnosci pomiaru zmiany amplitudy Af mozna uzyskaé
mierzac zachowanie wahadta w czasie wielu kolejnych cykli. W trakcie n petnych cykli

zmiana bedzie wynosita 2nAf i taka wartos¢ nalezy wstawié do wzoru 20.

3. Przebieg éwiczenia

1. Wykona¢ pomiar $rednicy bebna d, kata opasania a i dtugosci ramienia wahadta [; od
prowadzacego ¢wiczenie uzyskaé dane na temat materiatow z jakich wykonanych jest

ciegno oraz beben. Powyzsze dane i wartosci pomiaréw zapisa¢ w Tabeli 1.

Tabela 1. Wyniki pomiaréw geometrycznych stanowiska

Dane dodatkowe:

2. W porozumieniu z prowadzacym przyja¢ wartos¢ kata poczatkowego wychylenia wa-
hadta #,. Nastepnie ustawi¢ ramie wahadta w przyjetym potozeniu i zwolni¢ bez nada-
wania predkosci poczatkowe;j.

Obserwowa¢ wychylenie wahadlta po drugiej stronie potozenia rownowagi.

Celem uzyskania lepszej wiarygodnosci wynikow probe powtoérzy¢ 3-4 krotnie.

Wyniki zanotowa¢ w Tabeli 2

A AN

Wyznaczy¢ warto$¢ wspotezynnika tarcia p ze wzoru (20).
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Tabela 2. Wyniki pomiaréw dynamicznych wahadta

91 92

[ ] 1/2 cyklu pelny cykl

[ ] [ ]

Préba 1:

Préba 2:

Préba 3:

Préba 4:

Wartosé srednia

4. Przygotowanie sprawozdania

Prawidtowo wykonane sprawozdanie powinno zawierac:
Strone tytutows

Cel ¢wiczenia

Schemat stanowiska laboratoryjnego

Tabele wynikéw pomiaréw geometryceznych stanowiska
Wyniki pomiaréw préby wahadta

Szczegotowe obliczenia wspoétezynnika tarcia p

N e W

Obliczenia wartoéci bledéw wyznaczonego wspotczynnika tarcia Ap. Obliczenia prze-
prowadzi¢ metoda rézniczki zupeinej
8. Whnioski

5. Pytania kontrolne

Omowic zjawisko tarcia ciegien.
Wzér L. Eulera.
Scharakteryzowa¢ drgania wtasne ttumione.

Twierdzenie o energii kinetycznej uktadu.

SANE- I

Zasada zachowania energii mechanicznej.
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