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Wypadkowa sit réwnolegtych. Srodek ciezkosci

Opracowat | dr hab. inz. Jarostaw Latalski, prof. PL

1. Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie si¢ studentéow z podstawowymi cechami geometrycznymi
figur ptaskich oraz teoretyczne i doswiadczalne wyznaczenie potozenia srodka ciezkosci

figury ptaskiej.

2. Wprowadzenie

Pierwszy aksjomat statyki (tzw. zasada réwnolegloboku) méwiacy o wypadkowej dwu
sit dziatajacych w tym samym punkcie stanowi jedna z podstawowych zasad statyki.
Reguta ta jednak nie pozwala na wyznaczenie wypadkowej dwu sit rownolegtych, poniewaz
kierunki dziatania tych sil si¢ nie przecinaja (tym samym sity te nie moga mie¢ wspdlnego

punktu przylozenia = Rysunek 1a).

al bl
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Rysunek 1. Konstrukcja geometryczna poszukiwania wypadkowej dwu sil réwnoleglych
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Chcac wyznaczy¢é wypadkowsa dwu sit rownoleglych nalezy do punktéw ich przyto-
zenia dodaé dwie réwne co do wartosci i przeciwnie skierowane sity Py i Py (Rysunek
1b). Sily takie mozemy dodaé¢ nie zmieniajac pierwotnych warunkéw obciazenia uktadu,
poniewaz stanowia one uktad dwu sit réwnowazacych sie (tzw. uktad zerowy). Wykonujac
sumowanie wektorow w punktach A; i A; otrzymujemy dwie sity wypadkowe Ry i Ry,
ktore nie sg wzajemnie réwnolegte. Sity te mozna zatem przesunaé¢ wzdtuz kierunkéw ich
dziatania do wspolnego punktu przecigcia S. W kolejnym etapie od tak powstatego uktadu
sit odejmujemy uktad sit Py i Py (lub dodajemy te sily, ale ze znakiem przeciwnym jak

przedstawiono na schemacie). W efekcie dla sit w punkcie S zachodza zaleznosci
R1+P1:F1 R2+P2:F2 (1)

Ostatecznie powstaje zatem uktad dwu sit o wartosciach F i Fy przytozonych w punkcie
S i dziatajacych wzdtuz wspolnego kierunku k. Wypadkowa tych sit jest sita W o wartosci
réownej sumie algebraicznej wartoéci wektorow Fy i Fy. Oczywiscie wektor W mozna do-
wolnie przesuwa¢ wzdhuz kierunku jego dziatania —np. do punktu C' bedacego przecigciem
kierunku k i prostej m taczacej punkty A; i A,. Punkt ten jest nazywany sSrodkiem sit

réwnolegtych. Sciste jego polozenie mozna wyznaczy¢ z podobiefistwa tréjkatow

AAlcS ~ APlFlRl AAQCS ~ APQFQRQ (2)
AC_ i raz A & (3)
cS . F © cs R

Przeksztalcajac powyzsze zaleznosci otrzymujemy
Fl'Alc:Fg'AQC (4)

Punkt C' lezy zatem w takim miejscu (na takiej prostej), wzgledem ktérego momenty sit
F, i F, sie rownowaza. Natomiast wartos¢ sity wypadkowej W' jest sumg algebraiczng sit
sktadowych F; i Fs.

Konstrukcja powyzsza ma istotne znaczenie przy wyznaczaniu potozenia srodka ciez-
kosci bryt i figur ptaskich. Kazdy nieskonczenie maty wycinek takiego ciata mozna bowiem
traktowaé jako punkt materialny, w ktorym przyltozona jest sita skupiona G; o wartosci
odpowiadajacej ciezarowi (badZ polu powierzchni jesli rozwazamy figury plaskie) tego
wycinka — patrz Rysunek 2.

W odniesieniu do sit ciezkosci srodek sit rownolegtych jest nazywany srodkiem cigzkosci

ciala. Wspétrzedne tego punktu okreslaja zaleznosci:

i Giz; i Gy i Gizi
=1 =1 =1
o = n Yo = n Zc = n (5)
i=1 =1 i=1

gdzie G; to warto$c¢ i-tej sity sktadowej, zas x;, y; i z; to wspotrzedne punktu przyltozenia
tej sity w obranym uktadzie wspétrzednych (zyz). Wzory te mozna tatwo wyprowadzié

bazujac na ustaleniach wynikajacych bezposrednio z zaleznosci (4).
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Rysunek 2. Srodek sil réwnoleglych w odniesieniu do sil ciezkosci

Dla materialéw jednorodnych masa wlasciwa (gestosé p) jak rowniez ciezar whasciwy
ciata sg wielkosciami statymi (p = const). Wykorzystujac ogblna zaleznosé¢ G = mg = pgV’

powyzsze wzory mozna zapisa¢ w nieco innej postaci

f: ‘/le i ‘/zyz f: ‘/Zzl
ze =5 Yo = =% 0 =" (6)
> Vi > Vi > Vi
i=1 i=1 i=1

gdzie V; to wydzielone objetosci i-tej czesci sktadowej bryly. W odniesieniu do figur pta-
skich wzory sg analogiczne, przy czym objetos¢ V; wycinka bryty jest zastepowana przez
pole A; powierzchni wycinka figury. Ponadto, z oczywistych wzgledéw nie wystepuje trze-

cia zaleznosé

ﬁ: Al‘/ljl i A’lyl
re =55 ye =" (7)
> A > A

Przedstawione powyzej wzory (5) do (7) pozwalaja wyznaczaé¢ polozenie $rodka ciez-
kosci ciata o ile znane sa wspotrzedne x;, y; 1 z; dziatania wszystkich sit czastkowych
G; (lub wspolrzedne srodkéw figur czastkowych). W praktyce mozna bowiem podzieli¢
skomplikowany ksztatt bryly/figury ptaskiej na prostsze elementy, dla ktorych potozenie
srodkow ciezkosci jest znane. Przyktadowo, figure ptaska mozna probowaé¢ podzieli¢ na
prostokaty, trojkaty, kota i poétkola, gdyz dla kazdej z tych figur znane jest ’a priori’
potozenie jej srodka ciezkosci.

W przypadkach bardziej zlozonych ksztaltéw wprowadza sie¢ podziat ciata na nie-

skonczenie mate wycinki. Z matematycznego punktu widzenia oznacza to, ze sumowanie
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algebraiczne w powyzszych zaleznosciach jest zastepowane przez operacje catkowania po

objetosci bryty badz polu powierzchni wycinka. W takim przypadku otrzymamy dla bryt

JxdV JydV [zdV
l‘C:VV yC:VV ZC:VV (8)
oraz dla figur ptaskich
JxdA JydA
ro =4 T yo =14 T (9)

Wielkosci Vi A oznaczajg odpowiednio catkowity objeto$é i catkowite pole powierzchni

bryrty /figury.
Wystepujaca w licznikach powyzszej zaleznosci wielko$¢ nazywamy momentem sta-

tycznym figury wzgledem osi. Wielko$¢ te definiujemy jako (patrz Rysunek 3a)

S, = /gdA (10)

a jednostky w uktadzie SI jest m3.

al bl

Rysunek 3. Interpretacja definicji momentu statycznego figury ptaskiej wzgledem osi

W zwiazku z tym wzory (9) mozna zapisa¢ w skroconej formie (patrz takze Rysunek
3b)
To = % Yo = % (11)
7 powyzszych zaleznosci wynika, ze jesli o$ obranego uktadu wspotrzednych przechodzi
przez $rodek ciezkosci figury to moment statyczny figury wzgledem tej osi jest réwny 0 —
przyktadowo jesli o§ x przechodzi przez punkt C to yo = 0 = S, = 0). Prawdziwe jest
rowniez twierdzenie odwrotne —jesli moment statyczny figury wzgledem dowolnej osi jest
rowny zero to o$ ta przechodzi przez $rodek ciezkosci tej figury. Taka o nazywamy osig
centralna.
Nalezy zaznaczy¢, ze w zalezno$ci od potozenia figury wzgledem obranego uktadu
wspotrzednych momenty statyczne S, i .S, moga przyjmowac¢ wartosci zaréwno dodatnie,

jak i ujemne.
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Pojecie srodka ciezkosci jest bardzo czesto mylone z pojeciem $rodka masy ciata. Sro-
dek ciezkosci ciata lub uktadu ciat jest punktem, w ktorym przyltozona jest wypadkowa
sita ciezkosci danego ciata. Natomiast érodek masy ciata lub uktadu cial jest punktem,
w ktorym skupiona jest cala masa w opisie uktadu reprezentowanego przez punkt. Oczy-
wiscie w przypadku jednorodnego pola grawitacyjnego srodek ciezkosci pokrywa sie ze
srodkiem masy, natomiast w polu niejednorodnym sg to rézne punkty.

Przy wyznaczaniu potozenia srodkéw ciezkosci ciat jednorodnych przydatne moga by¢
ponizsze twierdzenia:

— jesli ciato ma plaszczyzne symetrii, to srodek cigzkosci lezy w tej ptaszczyznie,
— jesli cialo ma dwie ptaszczyzny symetrii, to srodek cigzkosci lezy na linii ich przecigcia,
— jesli cialo ma trzy ptaszczyzny symetrii, to srodek ciezkosci lezy w punkcie przeciecia

sie tych ptaszczyzn.

3. Przebieg ¢éwiczenia

1. Sporzadzi¢ zgodnie z wymogami rysunku technieznego schemat figury otrzymanej od
prowadzacego zajecia

2. Wyznaczy¢ teoretyczne potozenie $rodka ciezkosci figury w obranym uktadzie wspot-
rzednych

3. Zgtosi¢ wynik prowadzacemu zajecia
Korzystajac z przygotowanych otworéw zawiesi¢ model figury na iglicy stojaka i ozna-
czy¢ przebieg linii pionowej. Zmieni¢ punkt zawieszenia i powtoérzy¢ probe

5. Nanie$¢ na przygotowany schemat figury ptaskiej przebiegi wyznaczonych ekspery-
mentalnie linii pionowych

6. Poréwnac uzyskany wynik eksperymentu z warto$ciami wyznaczonymi teoretycznie

4. Przygotowanie sprawozdania

Prawidtowo wykonane sprawozdanie powinno zawierac:

Strone tytutows

Cel ¢wiczenia

Szkic stanowiska laboratoryjnego oraz doktadny schemat modelu figury
Szczegdlowe obliczenia teoretyczne potozenia $rodka ciezkosci badanej figury
Obliczenia warto$ci btedéw wyniku teoretycznego potozenia srodka ciezkosci
Poréwnanie wartosci x¢ 1 y. z do$wiadczenia i z obliczen teoretycznych

Whioski

N ot W
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Pytania kontrolne

Co to jest srodek sit rownolegltych?

Omowié¢ sposdéb wyznaczania wypadkowej dwu sit réwnolegtych.

Omowic¢ cechy sity wypadkowej dwu sit rownolegtych — punkt przytozenie, kierunek,
wartos¢ i zwrot.

Poda¢ wzory okreslajace potozenie srodka ciezkosci bryty regularnej i o nieregularnych
ksztattach.

Poda¢ wzory okreslajace potozenie srodka ciezkosci figury ptaskiej regularnej i o nie-
regularnych ksztaltach.

Omowic¢ pojecie momentu statycznego figury ptaskiej wzgledem osi.

Co to jest o$ centralna figury ptaskiej?

Zwiazek pomiedzy potozeniem osi uktadu wspotrzednych a wartosciag momentu sta-
tycznego figury wzgledem tej osi.

Wyjasnié¢ réznice pomiedzy pojeciami $rodek cigzkosci a srodek masy.
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