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1. CEL CWICZENIA
N

Celem ¢éwiczenia jest obliczenie metoda analityczng okr drgan witasnych wahadta
fizycznego (pierscienia), wyznaczenie réwnania ruchu i og(, anie wptywu nieliniowosci na

okres drgan wahadta. $

2. PODSTAWY TEORETYCZNE QQ\V

wykonujgce w pionowej ptaszczyzni nia pod wptywem sity grawitacji. W teorii
mechaniki rozréznia sie dwa podstawo@ zaje wahadet:
e matematyczne (Rys. 1ab$
e fizyczne (Rys. 1b) Q\

b)

Rys. 1 Wahadto matematyczne (a) i fizyczne (b)




Wahadtem matematycznym (Rys. 1a) jest punkt materialny zawieszony na
nierozciggliwej i niewazkiej nici. Jest to idealizacja wahadta fizycznego. Natomiast, wahadtem
fizycznym (Rys. 1b) jest bryta sztywna, ktéra moze wykonywaé obroty dookota poziomej osi
przechodzacej ponad s$rodkiem ciezkosci tej bryly. Wazing cechg wahadta fizycznego i
matematycznego jest niezaleznos¢ okresu drgan od maksymalnego wychylenia, czyli
amplitudy. Zalezno$¢ taka jest jednak spetniona tylko dla niewielkich wychylen wahadta,
gdyz woéwczas réwnanie ruchu moze zostaé¢ przedstawione, z wystarczajgco dobrym
przyblizeniem, za pomocy liniowego réwnania rdzniczkowego. Zardwno ruch wahadfa
matematycznego jak i fizycznego opisuje ta sama klasa réwnan rézniczkowych Il rzedu ze
statymi wspotczynnikami. Wyprowadzenie rdwnania ruchu opiera sie na Il zasadzie dynamiki
Newtona dla ruchu obrotowego wzgledem nieruchomego punktu (C) zawieszepia'wahadta:

Icg=ZMi gdzie &=¢ (1)
i=0

Jedyng sita zewnetrzng dziatajgcg na wahadto jest sita ciezkasci\@>Oprdcz niej sg tez reakcje
wiezéw, ktore jednak nie dajg momentéw wzgledem pUnktu podparcia (zawieszenia, C).
Réwnanie Il zasady dynamiki przybiera postacé:

1.p+mglsihp=0 (2)
po przeksztatceniu otrzymano:
¢+ml—glsin(o =0 (3)

C
Réwnanie (3) jest nieliniowym réwinaniem rézniczkowym jednorodnym Il rzedu. Rozwigzanie
rownan tego typu nie jest rzetzg, prostg i wymaga uzycia metod przyblizonych, dlatego w
¢wiczeniu skupiono sie na rezwigzaniu uproszczonego, liniowego réwnania, ktore otrzymuje
sie przy zatozeniu, ze amplituda drgan wahadta jest niewielka. Wowczas sing = ¢ i nieliniowe

réwnanie (3) przybiera\postaé rownania liniowego:

. mgl
¢+"}—g¢>=0 (4)
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Wyrazenie wystepujace zarébwno w réwnaniach (3) i (4) oznaczono jako «; . Jest ono

kwadratem czestosci drgan wiasnych wahadta w ujeciu liniowym (3):
mgl

@] =f (5)
W ¢éwiczeniu badane jest wahadto fizyczne, ktdre reprezentuje pierscien pokazany na Rys. 2.
Wédwczas, masowy moment bezwtadnosci /¢ obliczymy korzystajgc z addytywnosci
momentéw oraz twierdzenia Steinera. Moment bezwtadnosci pierscienia wzgledem s$rodka
masy Ic mozna wyznaczy¢, jako réznice momentu petnego krgzka o promieniu R i otworu,
czyli krazka o promieniur:

I,=I,-1, (6)



Rys. 2 Wahadto fizyczne w ksztatcie pierscienia

Masowe momenty bezwtadnosci Iz i I, wynoszg odpowiednio:

2
I - M;R
2 (7)
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gdzie, Mg i M, s3 masami kragzkéw o promieniach R i r.<Zaktadajac, ze gestos¢ materiatu
pierscienia wynosi p, a jego grubos¢ h, masy krazkow Mgi'W: wyrazono zalezno$ciami:
_ 2
=R @
Zas masa analizowanego pierscienia wynosi;
m=M =M% phr(R* —17) (9)
Po uwzglednieniu réwnan (6) i (7), miement bezwtadnosci pierscienia wzgledem bieguna 0
(srodka masy) jest réwny:

4y =%phﬂ(R4—l’4)=%m(R2 +77) (10)

Stosujac twierdzenie Stéinera obliczymy masowy moment bezwtadnosci wzgledem punktu
zamocowania wahadta{Cy:

IC=IO+mI”2 (11)
Podstawiajgcizaleznosé (9) do rownania (11) otrzymujemy:
1. =phr (%R“ + R —%r“j (12)
lub w innej, prostszej formie:
_M(p2 4.2
I _3(12 3r ) (13)

Podejscie uproszczone, liniowe
Przy zatozeniu matych wychylen otrzymano rownanie (4), ktdrego rozwigzanie ogdlne
zaktadamy w postaci drgan harmonicznych z czestoscig wiasng a,:
@=¢(t)= Acosw,t+ Bsinw,t (14)

Wyznaczenie statych A i B jest mozliwe z warunkdw poczatkowy, ktére zapisano w postaci:



t =0)=
(D( o ) (Du (15)
¢(1,=0)=0
Obliczajac pochodng kata ¢ otrzymano:

@(t)=—-Aw,sinw,t+ B, cos m,t (16)

Wstawiajac drugi warunek poczatkowy do réwnania (16) wyznaczono B=0, zas z pierwszego
warunku (@(0)) otrzymano A=¢,. Dlatego przy zadanym zerowym drugim warunku
poczagtkowym kinematyczne réwnanie ruchu wahadfa fizycznego przybiera postacé:

o(t)=@,cosw,t (27)
Czesto$¢ drgan wtasnych opisana réwnaniem (5) jest stata, niezalezna od amplitudy.
Natomiast okres drgan wtasnych w ujeciu liniowym (przyblizonym) wynosi:

Tl:2ﬂ

(18)

Pomijajac opory powietrza i inne opory ruchu wahadta (tarcie w4 punkcie podparcia)
spetniona jest zasada zachowania energii mechanicznej, a wiec supianenergii kinetycznej (T)
i potencjalnej (V) jest stata:

T +V = const (19)
Wahadto w swoim maksymalnym gérnym potozeniy\ posiada maksymalng energie
potencjalng (Vmex) i minimalng energie kinetyczng T=0xzas*w potozeniu dolnym V=0 i T=T,ax
stad wniosek, ze:

Vinax, = Lo (20)

Jest to tzw. zasada Rayleigh’a, ktdora rdwagiez pozwala na wyznaczenie czestosci drgan
wiasnych uktadu liniowego zachowawcZego™(bez strat energii). W naszym ¢wiczeniu zasada
ta postuzy do obliczenia maksymalnejpredkosci katowej wahadta @may, ktdra wystepuje w
potozeniu pionowym, gdy energia kinetyczna jest najwieksza:

T =Llre (21)

max 2 ¢ max

Skoro energia potencjalpa‘i.kinetyczna zmieniajg sie nieustannie podczas ruchu wahadta od
wartosci minimalnej (zérowej) do maksymalnej to musi istnie¢ takie potozenie okreslone
katem @.(t), dla_ktorego energia potencjalna i kinetyczna s3 sobie rowne T=V. Energia
potencjalna () ikinetyczna (T) wahadta w dowolnym potozeniu wynoszg

V=mgh=mgl(1-cosp)

1, (22)
T==
2 C(o

Rozwijajac cosg w szereg Maclaurina podstawiamy:
cosQ =1—%(02 (23)
i otrzymujemy zalezno$¢é na energie potencjalng w postaci:
14 :%mglqp2 (24)
Energie kinetyczng (T) trzeba réwniez wyrazi¢ jako funkcje kata ¢, dlatego do réwnania (22)

wstawiono rozwigzanie (16), pamietajac, ze przy zatozonych warunkach poczgtkowych B=0
i A=¢, wdwczas otrzymano:



T = %Icqoozwf sin® @, t = %Icq)oza)f (1-cos® m,t) (25)

Wyrazenie cosm,t mozna wyznaczy¢ z rownania (17), wtedy energia kinetyczna wyraza sie
zaleznoscia:

2
T=l quo 0[ _gD_J (26)
2 o,
Przyrownujac energie kinetyczng (26) i potencjalng (24) do siebie (T=V) otrzymano:
1 o’
~mglp® =~ -2 2
2mgco 2c¢>o [ J (27)

Stad wyznaczono potozenie wahadta ¢., w ktdrym energia kinetyczna i potencjalna sg sobie
réwne:

N 0
__Lojo 28
¢. mgl + 1 @’ (28)

Rozwigzanie sciste, nieliniowe
Jeéli drgania wahadta nie sg wystarczajgco mate (¢>5"); zatozenie sing ~¢ nie jest

wystarczajgco doktadne, Popetniany btad obliczen zwieksza sie wraz z katem ¢. W tej
sytuacji nalezy rozwigzac¢ rownanie nieliniowe (3), €eiwymaga wprowadzenia eliptycznej
funkcji Jacobiego oznaczonej jako sn(.;.). Wéwczas-sciste kinematyczne rdwnanie ruchu
opisane jest zaleznoscia:

o) = 2arcsin[sin%sn{(a)o (t-t); sm%D (29)

gdzie, t, jest czasem, dla ktéregoswahadto zajmuje potozenie pionowe (p=0). Obliczenie
doktadnego okresu drgan wahadia wymaga wprowadzenia eliptycznej catki zupetnej |
rodzaju, co w konsekwencjiprowadzi do nieskoficzonego szeregu w postaci:

-2 e et 30

Rozwijajgce teriszereg do trzech pierwszych wyrazen otrzymano:

T = 27 1+lsmz&+ism4 P +2—Ssin(’& (31)
4 2 64 2 256 2

o

Ta zaléZnos¢ postuzy w c¢wiczeniu do wyznaczenia Scistego okresu drgan wahadta
fizycznego pokazanego na Rys. 2

Dtugosc zastepcza wahadta

Jak wykazano weczesniej rézniczkowe réwnanie ruchu wahadta matematycznego
i fizycznego jest tej samej klasy i rézni sie tylko statg (w ujeciu liniowym), a wiec czestoscia
drgant wiasnych @,. W przypadku wahadfa matematycznego l.=mF, dlatego czesto$¢
drgan wtasnych tego wahadta oznaczona jako ., wynosi:

0 =& (32)

om l



Przyrownujac jg do czestosci drgan rozwazanego w niniejszym ¢wiczeniu wahadta

fizycznego mozna wyznaczy¢ tzw. dtugos¢ zastepczg /, (zwang tez zredukowang), tzn. takga,

jaka musiatoby mie¢ wahadto matematyczne, aby czesto$é jego drgan wtasnych byta taka

sama jak czestos¢ drgan wahadta fizycznego.

3. SCHEMAT | OPIS STANOWISKA

Badanie doswiadczalne nalezy wykonaé na pierscieniu (wahadle fizycznym) zgodnie ze

schematem przedstawionym na Rys. 2. Sugeruje sie, aby wykresy sporzadzi¢ za pomocg

dostepnego oprogramowania (Matlab, Mathematica, Excel).

4. PRZEBIEG CWICZENIA

1.

Wykona¢ okoto 6-u pomiardw okresu drgan wahadfa~ fizycznego dla wychylen
(warunkéw poczatkowych) 0<@p<m/3. Aby zmniejSzyC ryzyko niedoktadnosci nalezy
zmierzy¢ czas min. 10 wahnieé. Wyniki zanotowacw tabeli 1.

Dla zadanych przez prowadzgcego warunkéw.poczagtkowych wyznaczyé¢ przyblizone
kinematyczne rownanie ruchu wahadta\ oraz okres drgan wtasnych (w ujeciu
liniowym)

Wyznaczyé doktadny okres drgan\wtasnych (w ujeciu nieliniowym) z réwnania (31)
w zakresie 0<@y<m/3.

Wykresli¢ na jednym wykresie krzywg teoretyczng zaleznosci okresu drgan od
amplitudy ¢@p (warunku ‘poczatkowego) w wariancie liniowym i nieliniowym oraz
krzywga doswiadczalng)z wynikéw uzyskanych w pkt.1.

Obliczy¢ maksymalng predkos¢ katowa wahadta dla minimum 6-u wychylen. Wyniki
przedstawiéng wykresie.

Wyznaczyc\potozenie wahadta fizycznego ¢., dla ktérego energia potencjalna i
kinetyczna sg sobie réwne. Przedyskutowad wptyw promienia pierscienia na kat ge..
Wyzhaczyé zredukowang dtugo$é¢ wahadta matematycznego, jako ekwiwalent
wahadta fizycznego

5. OPRACOWANIE WYNIKOW

Po wykonaniu eksperymentu i przeprowadzeniu obliczenn analitycznych wyniki nalezy

przeprowadzi¢ rachunek btedéw i oszacowac rdzinice pomiedzy okresem drgan w ujeciu

liniowym T, nieliniowym T, oraz doswiadczalnym Ty,.



Tab. 1 Tabela danych i wynikéw pomiaréw

Tabela pomiarow i wynikow obliczen

R r h /z /z
[m] [m] [mm] [m] [mm]
Woyniki obliczen
() () Td T T Dmax De Pe
[stopnie] | [rad/s] [s] | (liniowe) [ (nieliniowe) [rad/s] | [rad/s] [stopnie]
[s] [s]

10

20

30

40

50

60

6. SPRAWOZDANIE

Sprawozdanie z ¢wiczenia powinne.zawierac:
1. Tabelke identyfikacyjng

2. Cel ¢wiczenia
3. Schemat stanowiska
4. Tabele pomiarow.i wynikéw
5. Obliczenia jwykresy (preferowany software: Matlab, Mathematica lub Excel)
6. Rachungkbtedow
7. WnioSki.
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