Cwiczenie 9i
Drgania wymuszone ukladu o jednym stopniu swobody

Celem ¢wiczenia jest sformutowanie dynamicznych rownan ruchu uktadu o jed-
nym stopniu swobody z wymuszeniem zewng¢trznym 1 thumieniem wiskotycznym
oraz analityczne wyznaczenie podstawowej czestosci drgan wiasnych oraz cha-
rakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowej. Otrzymane rozwigzania teore-
tyczne zostang zestawione z wynikami eksperymentalnej odpowiedzi uktadu w
dwu przypadkach — tj. drgan swobodnych ttumionych i drgan wymuszonych z
thumieniem.

1. Podstawy teoretyczne

Na rysunku 1 przedstawiony jest schemat uktadu drgajacego o jednym stopniu
swobody. Konstrukcja sktada si¢ z doskonale sztywnego preta o dlugosci L [m]
osadzonego przegubowo jednym koncem w podporze O 1 wykonujgcego ruch ob-
rotowy opisany za pomoca wspotrzednej uogdlnionej (kata) ¢ (t) [rad]. Do tego
preta, w odlegtosci a [m] od podpory, zamontowano sprezyne podiagczong do me-
chanizmu korbowego. Dodatkowo w odlegtosci b [m] od podpory przymoco-
wano thumik wiskotyczny. Mechanizm korbowy obracajacy si¢ z czestoscig ko-
towa Q [rad/s] powoduje wymuszenie przenoszone na uktad, ktore w przyblizeniu
zapewnia ruch harmoniczny konca sprezyny C (skrajne potozenia konca sprezyny
oznaczono na schemacie C’1 C”).

Alﬁ

Rysunek 1. Schemat uktadu o jednym stopniu swobody z wymuszeniem kinematycznym i ttumieniem
wiskotycznym.

opracowanie dr inz. Lukasz Kloda, 1.kloda@pollub.pl
Katedra Mechaniki Stosowanej, Wydzial Mechaniczny, Politechnika Lubelska
1



W zwigzku z powyzszym chwilowe przemieszczenie pionowe punktu C opisane
jest rdwnaniem

e = rsin(2t), (1)
gdzie r [m] jest dtugoscia korby; przyjmujemy, ze dlugo$¢ korby r jest wielokrot-
nie mniejsza od ramienia korbowodu [ [m].

Przyjmujac zatozenie, ze e < @a site oddziatywania sprezyny na belk¢ mozna za-
pisa¢ w postaci

F; = k(pa—e), 2)
Korzystajac z drugiej zasady dynamiki Newtona, bilans momentow sit wzgledem
punktu O wyglada nastepujaco

IMip=Jop =-b*cp— akF,. 3)
Korzystajac z poprzednich zalezno$ci oraz po przeniesieniu cztondw zawieraja-
cych wspotrzedng uogdlniong @ (t) na lewa strong i po ich uporzgdkowaniu ze
wzgledu na rzad pochodnej po czasie ¢ otrzymujemy rownanie w postaci

Jogp +bicop+ ka*ep = akrsin(Qt) (4)

gdzie J, jest masowym momentem bezwladnosci sztywnego preta obliczonym
wzgledem punktu obrotu O i wyrazany w [kg m?], parametr ¢ oznacza wspotczyn-
nik thumienia wiskotycznego w ttumiku 1 jest wyrazany w [N s/m], k reprezentuje
liniowy czton sztywnosci sprezyny wyrazany w [N/m], £2 to czesto$¢ kotowa wy-
muszenia wyrazana w [rad/s]. Zalezno$ci geometryczne uktadu sg okreslone
przez wymiary a, b 1 r widoczne na Rysunku 1. Nalezy zwrdci¢ uwagg, ze anali-
zowany ruch belki jest ruchem obrotowym (oczywiscie w matym zakresie kata
obrotu @), a w zwigzku z tym jednostkg kazdego z cztonow w powyzszym row-
naniu jest [N m].

Przeksztalcajac powyzsze rownanie rozniczkowe drugiego rzedu do kon-
wencjonalnej postaci, nalezy podzieli¢ je obustronnie przez czton bezwladno-
sciowy 1 wprowadzi¢ nowe oznaczenia. Przyjmuje si¢ jednoczesnie nastepujace
oznaczenia: efektywny wspotczynnik thumienia wiskotycznego w postaci 2h =

2 2
?, kotowg czestos¢ drgan wiasnych w, = /k]i oraz uogolniong amplitude wy-
0

0

. akr . .
muszenia zewne;trznego FO = ]— . Ostatecznie zatem otrzymu] cmy.
0

@+ 2h ¢ + wiep = F,sin(Qt) (5)
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Analizujgc warto$ci wspdlczynnikow w powyzszym réwnaniu mozna wyznaczy¢
, . , 2T , . . , . .
warto$ci okresu drgan wlasnych T = —, ktory jest wielko$cig wyrazang w sekun-
0

dach. Zgodnie z definicja okres drgan jest to czas potrzebny na wykonanie jed-
nego petnego cyklu drgan przez uktad drgajacy. Oznacza to, ze w tym czasie uktad
powraca do swojego polozenia referencyjnego poruszajac si¢ jednoczesnie w te
samg stron¢ (tzn. posiada zgodny kierunek wektora predkosci z predkoscig w
punkcie referencyjnym). W celu do$wiadczalnego pomiaru okresu drgan wia-
snych mozna skorzysta¢ ze stopera. Praktykuje si¢ pomiar czasu potrzebny na wy-
konanie n pelnych cykli drgan, a nast¢pnie podzieli¢ wskazanie przez liczbe n.
Postgpowanie takie pozwala istotnie ograniczy¢ blad pomiarowy.

Na podstawie ilorazu wartosci wspotczynnika ttumienia 2/ 1 czgstosci ko-
towych drgan wlasnych w, mozna skategoryzowac charakter ttumienia w ukta-
dzie. Rozrézniamy thumienie nadkrytyczne, jesli h > w,, krytyczne h = w,, oraz
podkrytyczne h < w,. Przebiegi czasowe ruchu w powyzszych przypadkach
przedstawiono na Rysunku 2. Ze szczeg6lng sytuacja mamy do czynienia, jesli w
uktadzie nie wystepuje ttumienie — wtedy h = 0. Drgania w tym przypadku nie
gasng 1 przebieg czasowy jest reprezentowany przez krzywa harmoniczng (sinus
lub cosinus). Czestg praktyka w rozwazaniach analitycznych 1 numerycznych jest
wyrazenie thumienia w uktadzie w odniesieniu do czgstosci drgan wiasnych np.

. . . h
thumienie na poziomie —= 3%.
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Rysunek 2. Przebieg czasowy ruchu/drgan w przypadku tumienia
podkrytycznego (a) i nadkrytycznego (b).
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Analizujgc odpowiedz uktadu na zadane wymuszenie F, sin(2t) (prawa

strona réwnania (5)) nalezy zauwazy¢, ze w rozwazanym przypadku drgan linio-
wych (tj. o matych amplitudach) amplituda wymuszenia F, wpltywa wprost pro-
porcjonalnie na amplitude odpowiedzi uktadu — tj. poszukiwane rozwigzanie
@(1).
Natomiast wplyw czestoSci wymuszenia (£2) jest bardziej ztozony — decydujaca
role petni iloraz 2/w,. W szczegdlnym przypadku, gdy (0 = w, wystepuje zja-
wisko rezonansu, tzn. silny wzrost amplitudy drgan uktadu. Gdy wspomniana pro-
porcja jest znacznie mniejsza lub wigksza od 1 amplituda jest istotnie mniejsza —
patrz Rysunek 4.

Na potrzeby dalszych rozwazan zaktadamy, ze warto$¢ thumienia w bada-
nym uktadzie jest podkrytyczna. W zwigzku z tym, przy braku wymuszenia ze-
wnetrznego F, sin(2t) drgania takiego uktadu zapoczgtkowane zaburzeniem
stanu  rOwnowagi (tj. niezerowa przynajmniej jedng z  wartosci
@(ty), (ty), (ty) w chwili t,=0) samoczynnie wygasng w dostatecznie dlugim
horyzoncie czasowym.

Jesli natomiast w ukladzie dziala zewnetrzna sita wymuszajaca
F, sin(£t) to rozwigzanie wyprowadzonego rownania ruchu (5) przewiduje si¢ w
formie
@ = Asin(22t) + B cos(2t) (6)
Gdzie 4 1 B oznaczaja nieznane amplitudy sktadowe odpowiedzi harmonicznej
sinus 1 cosinus o czestosci zgodnej z czgsto$cig wymuszenia.
Obliczajac kolejne pochodne czasowe otrzymujemy
¢ = NAcos(Qt) — 2 Bsin(Qt), (7)
¢ = —AN?*sin(2t) — N?Bcos(t). (8)

Podstawiajac powyzsze zaleznosci do rownania rézniczkowego (5), po zgrupo-
waniu wyrazow wedlug funkcji trygonometrycznych sin(Qt) i cos(Qt), mozna
zapisac:

sin(Qt) (—AQ? — 2h OB + w3A — Fy)

+ cos(Qt)(—BQ? + 2h QA+ wiB) = 0 (9)
Aby powyzsze roOwnanie bylo spetnione dla dowolnej chwili czasu ¢, cztony za-

warte w nawisach musza by¢ rowne zero. W ten sposob otrzymujemy uktad
dwoch rownan algebraicznych z dwiema niewiadomymi

—AQ%2 — 2R OB + w24 — Fy = 0, (10)
—BQ? + 2h QA + w?B = 0. (11)
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Grupujac rownania ze wzgledu na niewiadome amplitudy 4 1 B oraz towarzyszace
im wspotczynniki oraz przenoszac czton wymuszenia (wyraz wolny) na prawa
stron¢ otrzymujemy uktad zalezno$ci

(—0% + w3)A+ (—-2h Q)B = F,, (12)
(+2h QA + (—Q2? + w3)B = 0. (13)

Powyzszy uktad rownan mozna rozwigza¢ np. metodg wyznacznikdéw. Zapisu-
jemy zatem:

_|—Q2+a)0 —2h Q (19
T 4200 02 4 w,l’
FO _ZhQ
Wa=lo _az+ wol’ (15)
-’ +w, Fy
= , 16
5 | +2hQ 0 (16)

gdzie W jest wyznacznikiem gléwnym, W, jest wyznacznikiem amplitudy
A oraz Wy jest wyznacznikiem amplitudy B. Wartosci liczbowe powyzszych wy-
znacznikOw wynoszg

W = (=02 + wy) (=02 + wy) — (+2h 2)(=2h ), (17)
Wy = (F)(—2% + wg) — (0)(=2h ), (18)
Wy = (—02 + wy)(0) — (+2h 2)(F,). (19)

Znajac warto$ci wyznacznikow sktadowe amplitud A 1 B drgan przy funkcjach
harmonicznych sinus i cosinus oblicza si¢ z prostych zaleznosci

Wy W

A ) = 20
W W (20)
Otrzymuje si¢ zatem ostatecznie poszukiwane rozwigzanie réwnania (5)
¢ = Asin(£2t) + B cos({2t) . (21)

Powyzsze rozwigzanie mozna tez przedstawi¢ w nieco innej formie. Majac
na uwadze, ze dwie amplitudy 4 1 B sktadnikéw harmonicznych sg przesuniete w
fazie o kat /2, to korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mozna je wektorowo zsu-

mowac w jedng wypadkowg ® = VA% + B2 — patrz Rysunek 3. Dodatkowo wy-

znaczany jest kat przesuniecia fazowego a = arctg (g) odpowiedzi uktadu
wzgledem fazy sity wymuszajace;j.
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Rysunek 3. Rownowaznos¢ zapisu dwoch harmonicznych A i B zlozonych
w jedng harmoniczng ® z kqtem przesuniecia fazowego a.

Rozwigzanie zagadnienia amplitudy odpowiedzi uktadu w funkcji harmonicznej
dla ruchu ustalonego przyjmuje ostatecznie postac

p(t) = Psin(Qt — a). (22)

1
~02)%+4n02

1 a = arctan (Qz ha ) s odpowiednio amplituda

gdzie ® = Fo\j(w?, ol
odpowiedzi ikatem przesunigcia fazowego w funkcji fizycznych parametrow
uktadu oraz czestosci kolowej wymuszenia. Zapisujac przed pierwiastkiem czion
1/w} otrzymuje si¢ wspotczynnik odpowiadajacy statycznemu ugieciu

F
Pst =3, (23)
)

oraz wspotczynnik wzmocnienia amplitudy odpowiedzi drgan

1
— , 24
] ( 92)2 4hQ2 (24)
1-=) +——
W} Wy

Przyktadowa dynamiczng odpowiedz uktadu o jednym stopniu swobody przed-
stawiono na Rysunku 4. Widoczny jest wzrost wartosci amplitudy odpowiedzi,
gdy czestos¢ wymuszenia () jest bliska czestosci drgan wlasnych wy .
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Rysunek 4. Charakterystyka amplitudowo czestotliwosciowa dla liniowego cztonu sztywnosci, ampli-
tudy wymuszenia Fy = 10 oraz roznych parametrow ttumienia wiskotycznego h.

2. Uktad pomiarowy

Stanowisko laboratoryjne do badan dynamiki uktadu o jednym stopniu swo-
body zostato przedstawione na Rysunku 5. Wszystkie elementy sg zamontowane na
aluminiowej ramie (2). Oscylator o jednym stopniu swobody sktada si¢ z belki (7),
ktéra moze obracac si¢ (drga¢) wokot lewego konca. Podpora nieprzesuwna (8) za-
wiera tozyska kulkowe minimalizujace opory ruchu uktadu. Swobodny koniec jest za-
wieszony na sprezynie sSrubowej (4).

Drgania badanej belki moga by¢ wywotywane albo poprzez wzbudnik bez-
wiadno$ciowy (6) albo poprzez wymuszenie kinematyczne (5) o zmiennej czestotli-
woscl 1 nastawnej amplitudzie przemieszczenia. Rejestrowanie wynikéw moze odby-
wac si¢ za pomocg komputera podtgczonego do jednostki sterujacej (1) oraz indukceyj-
nego czujnika przemieszczen (3) lub bezposrednio na analogowym rejestratorze beb-
nowym. Istnieje rowniez mozliwos¢ dopasowania thumienia drgan za pomoca regulo-
wanego ttumika wiskotycznego (9) o pomijalnie matym tarciu Coulomba.
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Rysunek 5. Fotografia uktadu pomiarowego.

3. Przebieg ¢wiczenia

Dokona¢ niezbednych pomiaréw geometrycznych badanego uktadu. Zmierzone
wielko$ci zanotowac w zalaczonych Tabelach.

W statycznym tescie wstepnym przytozy¢ obcigzenie O na koncu belki 1 zmierzy¢
posrednio przemieszczenie Ay w celu oszacowania sztywnosci zastepczej uktadu
belka-sprezyna z zaleznosci k = Q /Ay

Obliczy¢ analitycznie czestos¢ drgan wlasnych wg 1 okres liniowych drgan wia-
snych. Nastepnie wychylajac uklad z polozenia réwnowagi statyczne]
o kat poczatkowy ¢ < 5° zarejestrowac przebieg czasowy odpowiedzi uktadu 1
obliczy¢ $redni okres drgan Ts¢, na podstawie czasu pigciu nastepujacych po so-
bie pelnych wahnie¢ Ts. Pomiar powtorzy¢ dwukrotnie 1 poréwna¢ wyniki do-
Swiadczalne z eksperymentalnymi.

Uruchomi¢ wymuszenie kinematyczne uktadu dla okoto 30 r6znych wartosci cze-
stosci wymuszenia () z zakresu 0,5 w, < 1 < 1,5 w 1 zarejestrowaé amplitudy
odpowiedzi uktadu w ruchu ustalonym. Zgodnie z instrukcjami prowadzacego za-
jecia mozna zagesci¢ pomiary w okolicy rezonansowej.

opracowanie dr inz. Lukasz Ktoda, l.kloda@pollub.pl
Katedra Mechaniki Stosowanej, Wydzial Mechaniczny, Politechnika Lubelska
8



Poréwnac eksperymentalne 1 analityczne krzywe amplitudowo-czestotliwosciowe
w celu dopasowania efektywnego wspotczynnika ttumienia h.

Na narysowanych na podstawie obliczen analitycznych krzywych amplitudowo -
czestotliwosciowych zaznaczy¢ obszar poprawnej izolacji drgan & < 11 wycig-

gna¢ konstruktywne wnioski.

Tabela 1 Wymiary stanowiska pomiarowego Tabela 2 Eksperymentalne wyniki krzywej

i jego charakterystyczne parametry

amplitudowo czestotliwosciowej.

a= ,m Q,Hz | Amp,V Q,Hz | Amp,V

b= ,m

c= , Ns/m

e= , m

Jo= , kgm?

k= , N/m

Q= N

r= , m

L= , m

m= kg

Wo= , rad/s

Wo= , Hz

= ,S
Woexp ,Hz
T5§r )
Ts= )
Literatura:

[1] Jozet Giergiel: Drgania mechaniczne (2000) Krakow ISBN: 8388408801
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       𝜑  s t =     F 0    𝜔 0 2 , # ( 23 )  


     𝜉 =   1     ( 1 −    Ω 2    𝜔 0 2 ) 2 +   4 h  Ω 2    𝜔 0 4 . # ( 24 )  
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