2 Caltka krzywoliniowa

Krzywa na plaszezyznie R? mozna okredlié na trzy (podstawowe) sposoby: réwnaniem funkcyjnym
y = f(z), x € [a,b] (np. y = 2/x, x > 0 jest galezia hiperboli), réwnaniem uwiklanym F(z,y) = 0
(typowym przyktadem réwnania uwiktanego jest réwnanie okregu, np. z? + y> = 9) lub réwnaniem
parametrycznym x = xz(t), y = y(t), t € [, f]. Przejscie od réwnania parametrycznego do réwnania
funkcyjnego (ew. uwiktanego) jest mozliwe dzieki wyrugowaniu parametru ¢. Zwykle mozliwe jest wyzna-
czenie t z jednego z réwnan, wtedy po podstawieniu do drugiego z réwnan otrzymaé¢ mozna réwnanie
funkcyjne (ew. uwiktane).

Przyktad.
Jakie krzywe przedstawiaja rownania:
a)z=2t+1,y=t*+1,1€[-1,2] oraz b) x = 2cost, y = 2sint, t € [0, 7.

a) Z pierwszego rownania ¢ = (z —1)/2 i po wstawieniu do réwnania drugiego mamy y = +(z —1)*+1
lub inaczej y = ixz — %l -+ %. Jest to fragment paraboli przy = zmieniajacym sie w zakresie [—1, 5].

b) Wyrugowanie parametru ¢ mozna zrealizowa¢ inaczej niz w podpunkcie a). Po podniesieniu do
kwadratu stronami obu réwnan i ich dodaniu mamy x? + 3% = 4(cos?t + sin®t) = 4. Otrzymalismy czesé
okregu; warunkowi ¢t € [0, ] odpowiada x € [—2,2] oraz y € [0, 2]. Jest wiec to gorny pétokrag o srodku
w poczatku uktadu wspotrzednych i promieniu 2.

Uwaga Krzywa w przestrzeni R? mozna okredli¢ tylko réwnaniem parametrycznym x = z(t), y = y(t),
z=2z(t),t € [a,p]!

Uwaga Krzywa okreslona réwnaniem parametrycznym x = x(t), y = y(t), 2 = 2(t), t € [« 3] jest krzywa
skierowana zgodnie ze wzrostem parametru ¢; punkt (x(a),y(a), z()) jest poczatkiem krzywej, a punkt
(x(8),y(8),2(8)) jest jej koncem. Réwnanie parametryczne nazywamy inaczej parametryzacjg krzywej.

O krzywej mowimy, ze jest gladka jesdli styczna do krzywej zmienia sie w sposéb ciagly wraz ze
zmiana potozenia punktu na krzywej. Krzywa gtadka nie moze mie¢ wierzchotkéw, ostrzy czy punktow
samoprzeciecia. Krzywa jest kawatkami gtadka gdy mozna ja podzieli¢ na skoniczong ilos¢ tukéow gtadkich.
Zatem np. dowolna tamana cho¢ nie jest krzywa gtadka (ma wierzcholki), to jest krzywa kawatkami gtadka
(kazdy odcinek jest gtadki).

Niech krzywa K bedzie okreslona rownaniami @ = x(t), y = y(t), 2 = z(t), t € [, 8] i niech na K
okreslone beda funkcje P(x,y, 2), Q(x,y,2), R(x,y,2). Dzielimy zbiér [«, 5] na podprzedzialy punktami
a=ty <ty <...<th1 <t, =[-podzial ten oznaczamy symbolem P i w kazdym z podprzedziatow wy-
bieramy punkt ¢;. Przez ¢,, oznaczamy Srednice podziatu P tj. najwieksza dtugosé sposrod podprzedziatow
sktadowych. Tworzymy sume

5, = z {P((t), y(t). 2() [2(t1) — 2(t; )]
Q) y(t), 2(8)) [w(th) = y(ti)] + Rlx(t), y(th), 2(80) [ () = 2(5)]} - (2)

Definicja 2 Jesli istnieje granica przy n — oo ciggu (S,) odpowiadajgca ciggowi podziatéw przedziatu
[a, ], 0 ile lim,, .o 3y, @ jest niezalezna od podziatu i wyboru punktéow ty, to granice te nazywamy catka
krzywoliniowa skierowang 2 Pdz + Qdy + Rdz po krzywej K i oznaczamy jg symbolem [, Pdx+ Qdy+
Rdz.

Wrtasnosci catki krzywoliniowej skierowanej
1. [ = — [k, gdzie — K oznacza krzywa K ale skierowang przeciwnie
2. [k = Jx, + /K, gdzie K = K1 U K,

Uwaga Jesli K jest krzywa plaska (lezaca na plaszezyznic xOy), to [, Pdr+Qdy+ Rdz = [ Pdr+ Qdy.



Twierdzenie 5 Jesli funkcje P, Q, R sq ciggle na krzywej K: v = x(t), y = y(t), z = 2(t), t € o, 5], to
istnieje catka [, Pdr + Qdy + Rdz © wyraza sig¢ wzorem

[ Pz Qay -+ Raz = [P0, 90, 20) (1) + QUr(t), y(0), 200/ (1) + R (0) 90, =) O] dt

Przyktad.

Obliczy¢ catke I = [i(x — y)dx + (x + y)dy, gdzie

a) K jest tukiem elipsy x = acost, y = bsint, t € [0, 7],
b) K = AB jest odcinkiem, A(a,0), B(—a,0).

Zauwazmy najpierw, ze w przypadku a) K jest tukiem elipsy lezacym w gérnej pdiptaszcezyznie. Oznacza

to, ze obie krzywe maja ten sam poczatek i koniec.
a)

I= / (x —y)dz + (x +y)dy = /7T [(acost —bsint) - (—asint) + (acost + bsint) - beost] dt
K 0
— /7T [ab(sin2 t+cos®t) + (b* — a®)sint cos t] dt
0

— /7T abdt + (b2 — ozz)/7r sint cos tdt
0 0

W drugiej calce dokonujemy podstawienia u = cost (du = —sint) i mamy

o oo [T 2 oy [
1 =mab+ (b —a)/1 u(—du) = mab + (b —a)/ udu

-1

= 7ab+ 3 (b* — )u2’1_1=7Tab—|—%(b2—a2)(1—1)=7rab .

b) Odcinek o poczatku w B i koficu w A zawarty jest w osi Ox, czyli w prostej y = 0. Ma zatem
parametryzacje z = ¢, y = 0, t € [—1,1] (fatwo sprawdzi¢, ze dla ¢ = —1 otrzymujemy punkt B, a dla
t = 1 otrzymujemy punkt A). Do policzenia calki potrzebujemy jednak parametryzacji odcinka AB, a
nie BA. Napisana powyzej parametryzacja dotyczy wiec krzywej — K. 7 wtasnosci catki krzywoliniowe;j
wiemy, 7z¢ [ (x —y)dr + (v + y)dy = — [_ (v — y)dx + (v + y)dy. Zatem

]=—/_K($—y)d$+(l’+y)dy=_/_11[(t_0)'1_‘_(t_‘_0 O]dt /tdt 1t2 1=0'

Przyktad.
Obliczy¢ catke [, —ydx + xdy + zdz, gdzie K: x = 3cost, y = 3sint, z = 2L, t € [0, 27].

2

/—yd$+xdy+zdz:/ [—3sint - (—3sint) +3cost - 3cost + 2t - 2] di
K 0
27

= [ O+4t)dt = (91 +2)| " = 187 + 87° .
0
Powr6é¢émy do konstrukeji catki krzywoliniowej skierownej. Podzial zbioru [«, 5] na podprzedziaty wy-

znacza podzial krzywej K na tuki sktadowe Kj. Zamiast uktadu trzech funkcji P, @, R rozwazamy funkcje
f(z,y, z) okreSlona na krzywej K. Jedli teraz sume (2) zastapimy suma

- kz F@) y(E), =) - 1Kl 3)

gdzie | K| jest dtugoscia tuku K, to mozemy zdefiniowaé catke krzywoliniowa nieskierowana.



Definicja 3 Jesli istnieje granica przy n — oo ciggu (S,) odpowiadajgca ciggowi podziatow przedziatu
[, B], 0 ile limy, o 0y, @ jest niezalezna od podziatu i wyboru punktéw t3, to granice te nazywamy catka
krzywoliniowa nieskierowang z f po krzywej K i oznaczamy jg symbolem [, f(z,y,z)dl.

Twierdzenie 6 Jesli funkcja f jest ciggla na krzywej K: x = z(t), y = y(t), z = 2(t), t € [a, ], to
istnieje catka [y f(x,y,2)dl i wyraza sie wzorem

[y 2= [ F0),900), 20T OF + yOF + 2Rt

Przyktad.
Obliczyé catke [, xyzdl, gdzie K:x = ¢!, y=et, 2 =+/2t t €[0,1].

[z = [ e a4 (—e + (Vapdt = [ Vo T e 5
—/\ft\/mdt /\/_te +e )t = (/ teth—/te tdt).
Obie calki (jako nieoznaczone) liczymy przez czesci, skad
/tetdt (t—1)e /te = —(L+ 1)e

Zatem

/K ryzdl = V2 [(t = 1)e' — (L + 1)e—t}; =V2[(0—2e7") = (-1 -1)] =2v2(1—¢").



