1 Szeregi liczbowe i funkcyjne

1.1 Szeregi liczbowe
Niech dany bedzie ciag liczbowy (ay,).
Definicja 1 Cigg sum postaci
Si=a, So=a1+ay, Ss=a1+ay+az, ...S,=ar+a+...+a,, ...
nazywamy ciagiem sum czesciowych ciggu (ay).

W celu skrocenia notacji piszemy
n
Sp=a+a+...+a,=> ay.
k=1

Definicja 2 Niech (a,) bedzie ciggiem liczbowym, a (S,) jego ciggiem sum czesciowych. Jesli cigg (Sy,)
jest zbiezny, to mowimy, Ze cigg (a,) jest sumowalny. W tym przypadku granice lim,,_.., S, oznaczamy
symbolem Y07 | ay,.

Definicja 3 Niech (a,) bedzie ciggiem liczbowym (sumowalnym lub nie). WyraZenie Y0° | a,, nazywamy
szeregiem liczbowym. Jesli cigg (a,) jest sumowalny, to szereg liczbowy Y20, a, nazywamy zbieznym
a liczbe S = lim,,_,, S, nazywamy suma szeregu > o>, a,. Jesli cigg (a,) nie jest sumowalny, to szereg
liczbowy Y07 1 a, nazywamy rozbieznym.

Uwaga Zazwyczaj bardzo trudno jest obliczy¢ sume S z powyzszej definicji. Z tego powodu w zdecydo-
wanej wigkszosci przypadkéw ograniczamy sie tylko do stwierdzenia czy szereg jest zbiezny.

Przyktad Niech dany bedzie ciag (a,) dany wzorem a,, = . Poniewaz

1
n(n+1)

_ _ 1
Un = Hm+D) ~ n n4l

wiec

Sl = a1 = 1— %

SQ = CL1+G2:( —%)—i‘(%—%):l—%

S = atata=(1-3)+ (-1 (G-1)=1-1
i ogolnie

_ _ 1 11 1 1 1
Ponadto,
Jm §, = Jim (1 75) =1

Zatem ciag a, = n(n1+1) jest sumowalny. Szereg liczbowy >°°° ﬁ jest zbiezny. Suma tego szeregu jest

liczba 1.
Przyktad Niech dany bedzie ciag (a,) dany wzorem a,, = 1. Mamy wiec

Si=a1=1, So=a14+ay=2, Ss=a1+as+a3=3, ...S,=a1+as+...+a,=n, ...
a zatem

A2, 5n = 00

Oznacza to, ze szereg liczbowy > "7 1 jest rozbiezny.
Przyktad Niech dany bedzie ciag (a,) dany wzorem a, = (—1)"1. Mamy wiec
Si=a1=1,5 =a1+a; =1-1=0, S5 = a;+as+as =1-1+1 =1, Sy = a1 +as+as+ay, =1-1+1-1=0, ..

a zatem lim,,_,, S, nie istnieje (lim,,_ o Sz, = 0 oraz lim,_,+ S2,—1 = 1). Oznacza to, ze szereg liczbowy
S22 (1) jest rozbiezny.



Twierdzenie 1 Jesli szereg 3,7 | a,, jest zbiezny, to lim, . a, = 0.

Twierdzenie powyzsze zwane jest warunkiem koniecznym zbieznosci szeregu. Nie jest to warunek
wystarczajacy. Z faktu, ze lim,_,. a, = 0 nie wynika, ze szereg >.>° , a,, jest zbiezny. Mozna wykazac, ze
szereg

o0

n=1

3=

jest rozbiezny mimo, ze lim, . + = 0.
0o 1 : . o0
Szereg > )7, ;- nazywamy szeregiem harmonicznym. Szereg > 07,
monicznym rzedu p.

1

—> hazywamy szeregiem har-

Twierdzenie 2 Szereg harmonicznym rzedu p > 1 jest zbieiny. Szereqg harmonicznym rzedu p < 1 jest
rozbiezny.

Twierdzenie 3 Jesli szeregi > 07 1 an © > o by, sq zbieine, to
1030 (an + bp) = 2202 an + 3202 bn,
2. Zf{;(an - bn) = 31 On — 2 bn,

3.3 can=c-y. 02 a,, gdzie c € R.

Warunek konieczny zbieznosci szeregu mozna zapisa¢ réwnowaznie (zgodnie z zasada kontrapozycji
znana 7z logiki matematycznej):
Jesli lim,,_, a,, # 0, to szereg > >° ; a, jest rozbiezny.

Otrzymujemy stad pierwsze narzedzie do badania zbieznosci (w zasadzie rozbieznosci) szeregéw. Kolejne
narzedzia zwane sg kryteriami zbiezno$ci szeregéw liczbowych.

Twierdzenie 4 (kryterium poréwnawcze) Jesli wyrazy szeregow > 02 | a, i Yoo b, spelniajg nierdw-
nos¢ 0 < a, < by, to

[e.e]

1. jesli szereg Y 72 1 b, jest zbiezny, to rowniez szereg Y o> | a, jest zbieiny,

2. jesli szereg Yo7 a,, jest rozbiezny, to rowniez szereg > o2, b, jest rozbiezny.

Whniosek 1 Jesli a, > 0, b, > 0 i K € (0,00), gdzie K = lim,,_, g—:, to szeregi Y o7 4 Gp T Yooy by SQ
jednoczesnie zbiezne lub jednoczesnie rozbiezne.

Twierdzenie 5 (kryterium ilorazowe d’Alemberta) Niech a, > 0 i g = lim,,_ “Zf. Witedy
1. jesli g < 1, to szereg 3.2 | a, jest zbieiny,
2. jesli g > 1, to szereg > .7, a, jest rozbiezny.

Twierdzenie 6 (kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego) Niech a, > 0 i g = lim, ... /a,. Wtedy
1. jesli g < 1, to szereg y_.2 | a, jest zbiezny,

2. jesli g > 1, to szereg > .7, a, jest rozbiezny.



Uwaga Na zbieznos¢ (rozbieznosé) szeregu nie maja wpltywu poczatkowe wyrazy. W powyzszych twier-

dzeniach i wniosku mozna zakltadaé¢, ze nieréwnosci a,, > 0 czy 0 < a,, < b, spetnione sa od pewnego

miejsca tj. dla n > ng, gdzie ng jest pewng liczba naturalna. W zwiazku z tym mozna tez rozwazaé szeregi
nen, Gn (SUMowanie zaczyna si¢ od ng a nie od 1) postugujac si¢ ww. faktami.

Przyklad Zbadaj zbieznosc¢ szeregu > -7, \nng;
Poréwnamy ten szereg z szeregiem ) >° # Niech a,, = ‘7{25:31, b, = # Wtedy
Ja+l 2(1 L)
. p3/2 e\
K = lim = = lim n’=3 — Jim * (WH) = lim 7‘? =
n—oo “n n—oo W n—oo n—oo 2(1_7)

Zatem oba szeregi zachowuja si¢ tak samo. Poniewaz > , %/2 jest szeregiem harmonicznym rzedu p = 3/2,

1
wiec jest zbiezny. Z kryterium poréwnawczego wynika wiec, ze szereg > 7, \n€+ tez jest zbiezny.
2n41
Przyktad Zbadaj zbieznos¢ szeregu 3 72 5.
P f 2)" Niech a, = 241 p, = (2)" = 2-. Wted
orownamy ten szereg z szeregiem 322, (5) . Niech a, = 5755, by = (5) = 57. Wtedy
2741 1yl
. (2n4D)3n . o
K = lim ¢ = lim gilzhm(n+)3n:hm 2 =1,
n—oo bn n—00 I n—oo (3"+1)2 n—00 1_|_37

Zatem oba szeregi zachowuja si¢ tak samo. Poniewaz 7, (g)n jest szeregiem geometrycznym o ilorazie

3
2"+1

q € (—1,1), wigc jest zbiezny. Z kryterium poréwnawczego wynika wigc, ze szereg >0 7 tez jest
zbiezny.
Przyktad ZbadaJ zbiezno$¢ szeregu » o7 nn'
Mamy a,, = . W okresleniu a,, wystepuje symbol silni; stosujemy wiec kryterium ilorazowe.
(n+1)! )
. an . n+41)n+1 . n+1)In" . nm" . n+1)7\ — . n -n _
ﬂﬂ%ﬁiﬁgﬁf£w$Wi%mwﬂ%ﬁ%)ﬂ%ﬁ%:“-

nn

Poniewaz g < 1, wiec szereg > >° jest zbiezny.

nln”

Przyktad Zbadaj zbieznos¢ szeregu 320, (L—l)"

n

2
Mamy a, = 7" ("T_l>n . W okresleniu a,, wystepuja potegi, stosujemy wiec kryterium pierwiastkowe.

g=lim /@, = lim {fr (=1)" = lm 7 (%2)" = lma(1- 1) =7

n—oo n—oo n—oo n—oo

2

n

. . . o0 n n_l . . .
Poniewaz g > 1, wige szereg > 2, 7" (*—)  jest rozbiezny.

W poprzednich twierdzeniach zaktadaliSmy, ze szeregi miaty wyrazy nieujemne. Jedli nie zadamy tego
warunku, to mowimy, ze szereg jest o wyrazach dowolnych.

Definicja 4 Szereg Y72, a, o wyrazach dowolnych nazywamy bezwzglednie zbieznym, jesli szereg
S0 |an| jest zbieiny. Szereg Y00, a, o wyrazach dowolnych nazywamy warunkowo zbieznym, jesli
jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbieiny.

Twierdzenie 7 Kazdy szereg zbiezny bezwzglednie jest zbiezny.

Definicja 5 Szereg, ktorego wyrazy sg na przemian dodatnie i ujemne, nazywamy szeregiem naprze-
miennym. Szereg naprzemienny mozna zapisaé w postaci S oo (—1)"a,, gdzie a, > 0.

Twierdzenie 8 (kryterium Leibniza) Jesli cigg (a,,) jest malejgcy i lim, .o a,, = 0, to szereg naprze-
miennym Y00 (—1)"Ma,, a, > 0 jest zbiezny.

Przyktad Szereg Y21 (—1)"™ L jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza. Z drugiej strony, szereg har-
moniczny 307, 1 jest rozblezny, wiec szereg Y02, (—1)""'1 zwany szeregiem anharmonicznym, jest
zbiezny warunkowo.



