Catka krzywoliniowa - ¢wiczenia

Zadanie 1.

Korzystajac z Twierdzenia 1 z wykladu obliczyé catke krzywoliniowg skierowang dang
rownaniem parametrycznym.

(a) [y dz+ zdy+ x dz, gdzie K jest tamang ABCD, gdzie A = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (1,1,0),
K
D=(1,1,1),

y(xr —y) dr + x dy, gdzie K jest dana parametryzacja: x(t) = t, y(t) = 2t%, gdzie t € [0, 1],

o)

(c) [x dv+y dy+ z dz, gdzie K jest dana parametryzacja: x(t) = t, y(t) = t*, z(t) = 1 — t, gdzie
?E 0,1],

(d) [ay de + (y — ) dy + z dz, gdzie K jest dana parametryzacja: z(t) = cost, y(t) = sint, gdzie
?E [0, 27]

(e) [—zy dx+ xz dy + xy dz, gdzie K jest dana parametryzacja: x(t) = cost, y(t) = sint, z = t gdzie
t €10, 27]

=

Rozwigzanie przykladu (a):

Piszemy réwnania parametryczne kolejnych odcinkéw tamanej (korzystamy ze wzoru na parametryzacje
odcinka w przestrzeni):

x(t) =t z(t) =1 z(t) =1
AB: ¢ y(t)=0 BC: S y(t) =t CD: ¢ y(t) =1
z(t) =0, gdzie t € [0,1], z(t) =0, gdzie t € [0,1], z(t) =t, gdzie t € [0,1].

Obliczamy poszczegdlne catki krzywoliniowe skierowane wzdtuz kazdego z tukow.

Dla parametryzacji tuku AB mamy 2'(t) = 1, y/(t) = 0, 2/(t) = 0. Podstawiajac do wzoru z Twier-
dzenia 1, mamy

/yd:v+zdy+xdz:/(0-1+0-0+t-0) dt = 0.

AB 0

Dla parametryzacji tuku BC mamy 2/(t) =0, y'(t) = 1, 2/(t) =0, wtedy

1
/ydx+zdy+xdz:/(t~o+o-1+1.0)dtzo.
BC 0

Analogicznie, dla parametryzacji tuku C'D mamy 2/(t) =0, y/(t) =0, 2/(t) = 1. Otrzymujemy

1 1
/yd:c+zdy+:cdz:/(1-0+t-0+1-1) dt:/ldt:t|(1):1.
CD 0 0

Ostatecznie, szukana catka jest sumg wszystkich calek, zatem

/ydx—l—zdy—i—xdz:O—i—O—l—l:l.
K



Zadanie 2.

Obliczy¢ calke krzywoliniowg skierowang dang réwnaniem funkcyjnym.

Jezeli rownanie krzywej K jest dane réwnaniem y = y(x) dla x € [a,b], to

[ P+ Qe gy = [ [Pl (@) + QU y(a)y/ ()] d.

a

()

xy dx — 2? dy, gdzie K jest tukiem hiperboli y = * dla z € [1,4],

22y dx + 2% dy, gdzie K jest ukiem paraboli y = 2% dla x € [0, 1].

a) [
K
(b) [ % dx+ . dy, gdzie K jest tukiem paraboli y = 22 dla x € [-1, 1],
K
(c) J
K
Rozwigzanie przykladu (c):

Liczymy pochodna ¢'(z) = 2x. Korzystajac ze wzoru mamy:

1
/2xydx+x2dy = /(2:)5-1’2—1—3:2-295) dx
i 0

1 1 1
= /4x3dx:4-<x4> = 1.
4 /o
0
Zadanie 3.

Korzystajac z Twierdzenia 2 z wykladu obliczyé catke krzywoliniowa nieskierowang dang
rownaniem parametrycznym.

(a) [(2%+y?) di, gdzie K jest odcinkiem AB, gdzie A = (2,1), B = (3,2)
K

(b) [(x+y) dl, gdzie K jest obwodem trdjkata o wierzchotkach A = (0,0), B = (0,1) i C' = (1,0)

Ne— X

(c)

T3, dl, gdzie K jest dana parametryzacja z(t) =t, y(t) =12, 2(t) = 2t*, gdzie ¢ € [0, 1],

(d) [(2* + y* + 2?) dI, gdzie K jest dana parametryzacja x(t) = 4sint, y(t) = 4cost, 2(t) = 3t,

=

gdzie t € [0, 27],

(e) [xy dl, gdzie K jest dana parametryzacja x(t) = 2cost, y(t) = 2sint, gdzie t € [0, 27].
K

Rozwigzanie przykladu (a):

Piszemy rownania parametryczne odcinka AB (korzystamy ze wzoru na parametryzacje odcinka na plasz-
czyznie):

) =2+t
AB'{ y(t) =1+t, gdzie t € [0,1].



Dla parametryzacji odcinka AB obliczamy pochodne 2'(t) = 1, y/(t) = 1. Podstawiajac do wzoru z
Twierdzenia 2, mamy

/($2+y2)dl = /((2+t)2+(1+t)2)\/12+12dt:\/5/(2t2+6t+5) dt

K

0
V2 (38 3 4+ 5t)| = V2 (24+3+5) =2V2.

Rozwiazanie przyktadu (d):
Dla parametryzacji krzywej K obliczamy pochodne z/(t) = 4 cost, 3/ (t) = —4sint, 2/(t) = 3. Podstawiajac
do wzoru z Twierdzenia 2 oraz korzystajac z ”jedynki trygonometrycznej”, mamy

/(932 +y?+ 28 dl = ((4 sint)? 4 (4 cost)? + (3t)2) \/(4 cost)? + (—4sint)? + 3% di

K

S O~

1
(16 + 9¢2)V/16 + 9 dt = 5 /(16 o) dt
0
= 5(16t + 3t%)|y = 95

Zadanie 4.

Obliczy¢ catke krzywoliniowg nieskierowang dang réwnaniem funkcyjnym.

Jezeli rownanie krzywej K jest dane réwnaniem y = y(x) dla x € [a,b], to

[t = [ s 1+ (2) ar.

(a) 4 %y dl, gdzie K jest odcinkiem prostej y = 32 — 2 dla z € [0, 4],
(b) gy dl, gdzie K jest krzywa y = 2y/z, x € [0,1],

(c) gy% dl, gdzie K jest krzywa y = =, z € [1, 2],

(d) ng\/lﬂL—x di, gdzie K jest krzywa y = 3z 3,z €l0,3).

Rozwigzanie przyktadu (a):

Liczymy pochodna % = % Korzystajac ze wzoru mamy:

1 i 1
/x_ydl _ O/:C—(lx—z) 14+ (4) do
K

4
= é/ 1 dx—\/g[ln’ x—i-ZH =+/51In2.
0




