1. Macierze, uktady réwnan

Wyznaczniki, macierz odwrotna

Definicja 1. (Dopelnienie algebraiczne)
Niech A = [a;j] bedzie macierzg kwadratowg stopnia n > 2.Dopelnieniem algebraicznym elementu a;;

macierzy A nazywamy liczbe: o
dij = (=1)"7 |Ayl,

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang z macierzy A przez skreslenie jej i-tego wiersza i j-tej
kolumny.

Pojecie dopehienia algebraicznego jest pomocne w obliczaniu wyznacznikow i odwracaniu macierzy
dowolnego stopnia.

Twierdzenie 1. (Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika)
Niech A = [a;j] bedzie macierzq kwadratowq stopnia n > 2 oraz liczby i i j bedg ustalone. Wyznacznik
macierzy A mozemy obliczycé ze wzoréw:

|A| = andp + apdip + - - aindin7

- rozwiniecie Laplace’a wzgledem i-tego wiersza.

’A‘ = aljdlj —+ agdej S anjdnj,
- rozwiniecie Laplace’a wzgledem j-tej kolumny.
Twierdzenie Laplace’a wraz z whasno$ciami wyznacznikow pozwala szybko oblicza¢ ich wartosci.

Definicja 2. (Wlasnosci wyznacznikow)

1. Wyznacznik macierzy majacej wiersz (kolumne) ztozong z samych zeer jest réwny 0.
Wyznacznik macierzy zmieni znak, jezeli przestawimy miedzy sobg dwa wiersze (lub dwie kolumny).

Wyznacznik macierzy magjgcej dwa jednakowe wiersze (lub dwie jednakowe kolumny) jest réwny 0.
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Jezeli wszystkie elementy pewnego wiersza (lub pewnej kolumny) macierzy kwadratowej zawierajg
pewien czynnik, to czynnik ten mozna wylgczyé przed wyznacznik.

R

Wyznaczniki macierzy A i AT sq sobie réwne.

6. Wyznacznik macierzy nie zmieni sie, jezeli do pewnego wiersza (lub pewnej kolumny) dodamy odpo-
wiadagjgce im elementy innego wiersza (lub innej kolumny) pomnozone przez pewnq liczbe.

Uwaga 1. Mozna tak przeksztalci¢ macierz, aby w wierszu lub kolumnie znajdowatl sie co najwyzej jeden
element niezerowy.

Definicja 3. (Macierz odwrotna)
Niech A bedzie macierzq kwadratowg stopnia n. Macierzqg odwrotng do macierzy A nazywamy macierz
oznaczong przez A~Y, ktéra spetnia warunki:

A-ATT=AT1A=1,

gdzie I, oznacza macierz jednostkowq stopnia n.



Uwaga 2. Macierz kwadratowa A nazywamy osobliwa, jezeli |[A| = 0. W przeciwnym razie méwimy, ze
macierz A jest nieosobliwa.

Twierdzenie 2. Macierz kwadratowa jest odwracalna wtedy @ tylko wtedy, gdy jest nieosobliwa.
Jezeli macierz A = |a;; stopnia n jest nieosobliwa, to

1
A—l — 7DT,
A

gdzie D = [d;;] oznacza macierz stopnia n ztozong z dopelnieni algebraicznych wszystkich elementéw ma-
cierzy A.

Definicja 4. Wilasnosci:

o [A71 = A" e (A-B)'=B"1 47"
o (A =4 o (@A) = i (A7)
o (A7) = (A o (AM)h= (A"

Uktady réwnan liniowych

Definicja 5. Ukladem m réwnan liniowych z n niewtadomymi x1, 2o, --- ,x, gdzie m,n € N nazywamy
uktad postaci:

a1y + a1exe + -+ apT, = b

Q2121 + Q2% + * +* + A2 Ty = b2

Am1T1 + A2l + -+ -+ + GppTy = bm

gdzie a;j,b; e R dlal1<i<m,1<j<n.

Rozwiazaniem uktadu réwnan liniowych nazywamy ciag (1, s, -+ , x,) liczb rzeczywistych speliajacych
ten uktad.

Uktad oznaczony - posiada doktadnie jedno rozwigzanie.

Uktad nieoznaczony - posiada nieskonczenie wiele rozwigzan.

Uktad sprzeczny - nie posiada rozwigzan.

Zauwazmy, ze powyzszy uklad mozna zapisa¢ w postaci macierzowej AX = B, gdzie

aixy Qa2 - QAip by X1

a21 Q22 -+ Q2 by X2
A = n y B pu— 5 X pu—

am1 Ama - Amn bm Ty,

Macierz A nazywa sie macierza gléwna ukladu, macierz B - macierz (kolumna) wyrazéw wolnych, a
macierz X - macierz (kolumna) niewiadomych. Pokazemy jedna z metod znalezienia rozwiazania uktadu
oznaczonego, w przypadku, gdy macierz A jest macierza kwadratows, nieosobliwg.

Definicja 6. Uklad rownan AX = B nazywamy:
e ukladem jednorodnym, jezeli B =0 (jedno z rozwigzan X =0)

e ukladem niejednorodnym, jezeli B # 0.



Definicja 7. Uktad rownan AX = B nazywamy ukliadem Cramera, jezeli macierz A jest macierzq kwa-
dratowg stopnia n nieosobliwg.

Twierdzenie 3. (Wzor Cramera)
Uktad Cramera AX = B ma dokladnie jedno rozwigzanie dane wzorem:

(A A _ A

X1 = |A|)x2_ |A|7xn_ |A|7

gdzie A; oznacza macierz A, w ktorej i-tq kolumne zastgpiono kolumng wyrazéw wolnych B.

Uwaga 3. Rozwigzanie ukladu Cramera AX = B dane jest wzorem: X = A~!B. Ponizej podamy opis
metody eliminacji Gaussa, dzieki ktérej rozwigzemy dowolny uktad rownan liniowych AX = B.

1. Budujemy macierz rozszerzona uktadu [A|B], ktéra sktad sie z macierzy gltéwnej A i dopisanej ko-
lumny wyrazow wolnych B.

2. Przeksztalcamy (za pomoca elementarnych operacji na wierszach) macierz rozszerzona uktadu [A|B]
do macierzy [A’|B’] opisujacej uktad réwnowazny wyjsciowemu i jednoczes$nie zawierajacej macierz
jednostkowa w lewym goérnym rogu, a pod nia wiersz ztozony z samych zer. Woéwczas mozliwe sa trzy
sytuacje:

a) Uklad bedzie sprzeczny, jezeli zerowemu wierszowi w macierzy A’ bedzie odpowiadal niezerow
€ Y, ) Yy € y
element w macierzy B.

(b) Uklad bedzie oznaczony, jezeli poza macierza jednostkowa w macierzy A’ nie zostanie zadna
kolumna.

(c) Uktad bedzie nieoznaczony, jezeli poza macierza jednostkowa w macierzy A’ pozostanie cho¢
jedna kolumna. Liczba dodatkowych kolumn odpowiada liczbie parametrow.



