1 Geomatria analityczna w R’

Przestrzeniag R? nazywamy zbiér uporzadkowanych trojek liczb rzeczywistych. Zatem R? = {(x,y,z2) :
x,y,2z € R}. Pojeciami pierwotnymi, czyli takimi ktorych sie nie definiuje, sa: punkt, prosta i plasz-
czyzna. Wektorem nazywamy uporzadkowana pare punktéw, oznaczamy go w lub AB. Pierwszy z
punktéw nazywamy poczatkiem wektora, drugi - koricem. Klerunklem wektora niezerowego nazywamy
kierunek prostej wyznaczonej przez ten wektor. Zwrotern wektora AB nazywamy zwrot poétprostej o po-
czatku A i przechodzacej przez B. Wektor ZETOWY 0 (w ktérym poczatek pokrywa sie z konicem) nie ma
kierunku ani zwrotu. Dtugos¢ wektora AB to dhugo$¢ odcinka taczacego punkty A i B.

Ukladem wspoélrzednych kartezjanskich jest uktad trzech ustalonych wzajemnie prostopadtych
prostych przecinajacych sie w punkcie O zwanym poczatkiem ukladu. Osie nazwane Ox, Oy i Oz tworza
uktad prawoskretny. Oznacza to, ze obserwujac ptaszczyzne Oy z dowolnego punktu na dodatniej poétosi
Oz widzimy, ze w wyniku obrotu w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara kat o poczatkowym
ramieniu Oz i koncowym Oy ma miare 7/2. Na kazdej z osi wektor o poczatku w O o zwrocie zgodnym ze

zwrotem osi i dtugosci 1, zwany wersorem, okresla jednostke osi. Dzieki temu mozna okresli¢ wspolrzgdne
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dowolnego punktu przestrzeni R®. Wersory osi uktadu wspoétrzenych oznaczamy symbolami i, 7, k: .
W przestrzeni R? definiujemy dziatania na wektorach analogicznie jak w R?:

e dodawanie wektoréw, piszemy @ + v - wektor wypadkowy zgodnie z regutg réwnolegtoboku,

e mnozenie wektora przez liczbe rzeczywista k, piszemy k - u - skalowanie wektora w skali |k| przy
zachowaniu zwrotu gdy k£ > 0 i zmianie zwrotu na przeciwny gdy k < 0,
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e odejmowanie wektorow, piszemy « — v - wzorem u — v = u + (—1)- 0.

W przestrzeni R? definiujemy takze nastepujace iloczyny wektorow:
e iloczyn skalarny wektoréw w i ¥ (analogicznie jak w R?)
e iloczyn wektorowy wektoréw u i v

ﬁ
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e iloczyn mieszany wektorow w, v i w.

Méwimy, ze wektory @ i v sa wspétliniowe, jedli istnieje liczba k € R taka, ze @ = k- v. Inaczej
mowiac, wektory sa wspotliniowe jesli wyznaczaja jeden kierunek, czyli sa réwnoleglte. Méwimy, ze wektory
U, Vi w sa wspélplaszczyznowe, jedli sg réwnolegte do tej samej plaszczyzny.
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Definicja 1 Iloczynem skalarnym niezerowych wektoréw W i v nazywamy liczbe |u'| - | V| - cosa,
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gdzie o jest katem pomiedzy W i v 1 oznaczamy symbolem U o U . Ponadto, jesli W@ = 0 lub v = 0, to
przyjmujemy, ze W o v = 0.

Wrhasnosci iloczynu skalarnego.
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1. wov =7vou,

2. Wo = |7]2,

3.70(7—&—@)) UWoTW+ UWow,

4. jesli W i U sa niezerowe,to wo v =0< w L U,

5. jesli U = [u1, ug, us], U = [v1,02,v3], to W 0 U = u vy + Uty + uzvs.



Definicja 2 Iloczynem wektorowym niezerowych i niewspétliniowych wektoréw W i v nazywamy
wektor W taki, ze:

. wlWiwl®,
2. |[w|=|u|-|7V]|-sina, gdzie a jest kgtem pomiedzy W i U
3. tréjka wektoréw W, U, W ma orientacje takq samq jak uklad wspdtrzednych.
Tloczyn wektorowy oznaczamy symbolem W x v . Ponadto, jesli
L. =07 =0,
2. wektory W i v sq wspotliniowe,
. . FE— — —
to przyymujemy, ze w X v = 0.
Wtasnosci iloczynu wektorowego.
1. W x v =—7 x u (uwaga na znak!),
2. U X (VH+W)=U x TV +U x W,

3. jedli W = [u1, ug, usl, v = [v1, V2, V3], tO
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U XU =1u ux ug

Definicja 3 Iloczynem mieszanym wektoréw ., © i w nazywamy liczbe

Uy Uz U3
(0,7, w)=(u xV)ow=| v; vy uvs
w; W2 W3

Uwaga. Z powyzszych definicji wynika, ze dtugoéé iloczynu wektorowego wektoréw ' i v jest réwna
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polu réwnolegtoboku rozpietego przez wektory o i v'. Z kolei, liczba |(u, v", W)| jest réwna objetosci

rownolegtoscianu rozpietego na tych wektorach. W konsekwencji, pole tréjkata rozpietego przez wektory
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u i v jest réwne potowie iloczynu wektorowego wektoréw w i v, za$ liczba g|(u/,

v, w)| jest réwna
objetosci czworoscianu rozpigtego na tych wektorach.

Twierdzenie 1 Wektory W, v i w sq¢ wspéiplaszczyznowe wtedy i tylko wtedy gdy (7, v, w) =0.

Przyklad 1.
Znalezé wektor jednostkowy prostopadty do wektora @ = [3,6,8] i do osi Ox.

Oznaczmy poszukiwany wektor przez u = [u1,us, us]. Z whasnoéci 4 iloczynu skalarnego wynika, ze
Wod =0 oraz To i = 0 (bo prostopadtosé do osi Ox oznacza prostopadtosé do wersora tej osi).Ponadto,
w0 = 1.

Mamy uktad warunkow

3U1 + 6U2 + 8U3 =0
Uy

V@) + ()2 + (us)? = 1.
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Zatem

0
0
(u2)® + (ug)® = 1,
ﬁ
u

skad otrzymujemy dwa rozwigzania u = [0,4/5, —3/5] oraz w = [0, —4/5,3/5].

Przyktad 2.
Pole réwnolegtoboku zbudowanego na wektorach @ i @ wynosi 10. Oblicz pole réwnolegtoboku zbudowa-
nego na wektorach 3% + v i u —27.

7Z uwagi po Definicji 3 wynika, ze pole P, réwnolegtoboku zbudowanego na wektorach @ i v jest réwne
dtugosci wektora @ x @', za$ pole P, réwnolegloboku zbudowanego na wektorach 3@ + 0 i w — 270 jest
réwne dhugoéci wektora (3% + v') x (U — 27).

Po=|3"+7)x (U —20)| =30 xU —6U XV + 7V XU —20 X

L=l

Dowolny niezerowy wektor jest wspotliniowy z samym soba, wiec
to 1 wtasnosé 1 iloczynu wektorowego mamy

= 0. Wykorzystujac
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Przyktad 3.
Dane sa trzy wierzchotki czworos$cianu: A(4,0, —2), B(6,—2,2), C(4,—4,6). Wyznacz czwarty wierz-
chotek D wiedzac, ze D lezy na osi Oy a objeto$¢ czworoscianu jest réwna 40.

Wierzchotek D lezy na osi Oy, wiec D(0,t,0), gdzie ¢ jest niewiadoma. Mozna przyjaé, ze czworoscian
—-— - ——
jest rozpiety na wektorach np. AB, AC'i AD. Wiadomo, ze objetos¢ czworoscianu zbudowanego na tych
wektorach wynosi 40. Mamy wigc (patrz, uwaga po Definicji 3)

—_— — ——
%|(AB,AC, AD)| =40 .
Mamy . N .
A :[2,—2,4},14 :[0,—4,8],AD:[—4,t,2],
a zatem
2 -2 4
| 0 —4 8 |:|—16—16t]:16|t+1|:40.
-4 t 2

Stad [t+1| = 5, czyli t = 4 lub t = —6. Poszukiwany wierzcholek D ma wspotrzedne (0,4,0) lub (0, —6,0).



