
Szeregi trygonometryczne - ćwiczenia

Zadanie 1. Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję f(x) = |x| dla x ∈ [−π, π].

Obliczmy najpierw współczynniki a0 oraz an. Mamy

a0 =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos(0 · x) dx = 1

π

∫ π

−π
|x| dx = 1

π

[∫ 0
−π
(−x) dx+

∫ π

0
x dx

]
=
1
π

[(
−1
2
x2
)0
−π
+
(1
2
x2
)π
0

]
=
1
π

[
0−

(
−1
2
(−π)2

)
+
1
2
(π)2 − 0

]
=
1
π

[1
2
π2 +

1
2
π2
]
= π.

an =
1
π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx =

1
π

∫ π

−π
|x| cosnx dx

=
1
π

[∫ 0
−π
(−x) cosnx dx+

∫ π

0
x cosnx dx

]
.

Licząc całki przez części otrzymujemy

∫ 0
−π
x cosnx dx =

∥∥∥∥∥ f(x) = x g′(x) = cosnx
f ′(x) = 1 g(x) = 1

n
sinnx

∥∥∥∥∥
=

[ 1
n
x sinnx

]0
−π
− 1
n

∫ 0
−π
sinnx dx

= 0− 1
n
(−π) sin(−nπ)− 1

n

[
− 1
n
cosnx

]0
−π

=
[ 1
n2
cosnx

]0
−π
=
1
n2
[cos 0− cos(−nπ)]

=
1
n2
− 1
n2
cosnπ.

Analogicznie liczymy całkę

∫ π

0
x cosnx dx =

[ 1
n
x sinnx

]π
0
+
[ 1
n2
cosnx

]π
0

=
1
n
π sinnπ − 0 + 1

n2
cosnπ − 1

n2
cos 0

=
1
n2
cosnπ − 1

n2
.

Zatem

an =
1
π

[
−
∫ 0
−π
x cosnx dx+

∫ π

0
x cosnx dx

]
=
1
π

[
− 1
n2
+
1
n2
cosnπ +

1
n2
cosnπ − 1

n2

]
=
1
π

[ 2
n2
cosnπ − 2

n2

]
=
2
n2π
[cosnπ − 1] .
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Ponieważ

cos(nπ) =
{
1, dla n = 2k, k ∈ Z
−1, dla n = 2k − 1, k ∈ Z,

zatem

an =
2
n2π
[(−1)n − 1] =

{
0, dla n = 2k, k ∈ Z
− 4
n2π

, dla n = 2k − 1, k ∈ Z.

Funkcja f(x) = |x| jest funkcją parzystą, zatem z Twierdzenia 2 z wykładu współczynniki Eulera-Fouriera
bn = 0, n ∈ N. Ostatecznie dla x ∈ [−π, π] mamy

|x| ∼ 1
2
π +

∞∑
n=1

−4
(2n−1)2π cos(2n− 1)x =

1
2
π − 4

π
cosx− 4

9π
cos 3x− 4

25π
cos 5x− 4

49π
cos 7x− . . .

Ponieważ funkcja f spełnia założenia kryterium Dirichleta, więc

|x| = 1
2
π +

∞∑
n=1

−4
(2n−1)2π cos(2n− 1)x , x ∈ [−π, π] .

Zadanie 2. Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję f(x) = sgn(x) dla x ∈ [−π, π].

Wiemy, że

f(x) = sgn(x) =


1 dla x > 0
0 dla x = 0
−1 dla x < 0.

Funkcja f(x) = sgn(x) jest funkcją nieparzystą, stąd na mocy Twierdzenia 2 z wykładu, współczynniki
Eulera-Fouriera an = 0, dla n ∈ N.

bn =
1
π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx =

1
π

[∫ 0
−π
(−1) · sin(nx) dx+

∫ π

0
1 · sin(nx) dx

]
=
1
π

[
−
(
− 1
n
cos(nx)

)0
−π
+
(
− 1
n
cos(nx)

)π
0

]
=
1
π

[ 1
n
cos 0− 1

n
cos(−nπ)− 1

n
cos(nπ) +

1
n
cos 0

]
=
1
π

[ 1
n
− 1
n
cos(nπ)− 1

n
cos(nπ) +

1
n

]
=
1
π

[ 2
n
− 2
n
cos(nπ)

]
=
2
nπ
[1− cos(nπ)] .

Ponieważ

cos(nπ) =
{
1, dla n = 2k, k ∈ Z
−1, dla n = 2k − 1, k ∈ Z,

zatem

bn =
2
nπ
[1− (−1)n] =

{
0, dla n = 2k, k ∈ Z
4
nπ
, dla n = 2k − 1, k ∈ Z.

Ostatecznie dla x ∈ [−π, π] mamy

sgn(x) ∼
∞∑
n=1

4
(2n−1)π sin(2n− 1)x =

4
π
sinx+

4
3π
sin 3x+

4
5π
sin 5x+

4
7π
sin 7x+ . . .

Ponieważ funkcja f spełnia założenia 1 i 2 kryterium Dirichleta, więc

sgn(x) =
∞∑
n=1

4
(2n−1)π sin(2n− 1)x , x ∈ (−π, π) .
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