Rownania rozniczkowe
ZWYyczajne

Réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym nazywamy réwnanie, w ktérym wy-
stepuje zmienna niezalezna t (lub x), nieznana funkcja y, oraz jej pochodne
v,y ...,y™. Rozwiazaniem réwnania rézniczkowego jest funkcja lub zbir
funkcji.

Rzedem réwnania roézniczkowego nazywamy najwiekszy rzad pochodnej
wystepujacej w réwnaniu.

Réwnania rézniczkowe mozemy podzieli¢ na:

e Réwnania rozniczkowe zwyczajne - ktérych rozwiazaniem sa funkcje
jednej zmiennej.

o Réwnania rézniczkowe czastkowe - ktorych rozwiazaniem sa funkcje
wielu zmiennych.

Kolejnego podziatu réwnan rézniczkowych mozna dokonaé ze wzgledu
na rzad réwnania, np. rownanie rzedu pierwszego, drugiego, itp lub postac
funkcji i jej pochodnych, np. réwnanie liniowe, nielinowe.
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1 Roéwnania rézniczkowe zwyczajne I rzedu

Réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego nazywamy réwna-
nie postaci

(1) F(t7y7y/) =0.

Jezeli pewna funkcja y(t) jest rézniczkowalna w przedziale (a,b) oraz
spelnia w nim réwnanie (1) to méwmy, Ze jest ona rozwigzaniem ogdlnym
lub calka ogélna réwnania (1).

Jezeli do réwnania (1) dolaczymy warunek poczatkowy na poszukiwana
funkcje:

(2) F(tvyay/) =0, y<t0) = Yo,

to takie zagadnienie nazywamy zagadnieniem poczatkowym lub zagadnie-
niem Cauchy’ego. Rozwigzanie zagadnienia poczatkowego nazywamy roz-
wiazaniem szczegélnym lub catka szczegdlna.

oF
Twierdzenie 1. Jezeli funkcja F(t,y) oraz jej pochodna czastkowa a—(t, Y)
Y

sq ciggle na pewnym podzbiorze D C R? oraz (to,yo) € D to zagadnienie
poczgtkowe 2 ma dokladnie jedno rozwigzanie.

Innymi stowy, jezeli istnieje rozwigzanie zagadnienia poczatkowego to
jest ono jedyne (przez kazdy punkt zbioru D przechodzi dokladnie jedna
krzywa caltkowa y(t)). Poznamy rézne typy réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych, gdzie najczedciej istnieje specjalne postepowanie przyporzadkowane
do danego typu réwnania. Oznacza to, ze rozpoznanie typu réwnania jest
kluczowe dla jego rozwiazania.

1.1 Roéwnanie rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Roéwnanie rézniczkowe postaci

(3) 9(y)y' = h(t)

nazywamy réwnaniem rézniczkowym o rozdzielonych zmiennych, gdzie funk-
cje [ i g sa ciagle na pewnym przedziale (catkowalnos¢).
Réwnanie (3) mozemy zapisa¢ w postaci

dy _

= ht).

9(y)
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Nastepnie mnozac obustronnie przez dt rozdzielamy zmienne i otrzymujemy

9(y)dy = h(t)dt.

Calkujac obustronnie powyzsze rownanie otrzymujemy rozwigzanie.

Umowa Stata calkowania c¢ zapisujemy tylko po stronie zmiennej nieza-
leznej t.

Przyktad W pewnym ruchu stosunek przebytej drogi do predkosci jest wiel-
koScia stala réwna 4. W chwili, gdy rozpoczeto odliczanie czasu (tj. ¢ = 0
s.) przebyta droga wynosita © = 0.2 m. Obliczy¢ przebyta droge do czasu
t = 3 s. Oznaczmy predkos$c przez v. Mozemy zapisaé

T_y
v
T le wi . T ot de 1
— = v ale wiemy, ze v = —, zatem — = —x.
1 Y dt it~ 4
Otrzymali$my rownanie o rozdzielonych zmiennych, ktore rozwiazujemy:
dr di
x 4’
/ dv [ dt
x ) 4’

Inz =1/4t +1In|c|, ¢ # 0.
Droga wyraza si¢ wigc wzorem
x(t) = cet/*,
Wykorzystamy teraz warunek poczatkowy
z(t=0) =2z(0) = 0.2m,
2(0)=02= % =02=c=0.2,

a wiec
z(t) = 0.2¢'/4.

Szukana droge do chwili czasu t = 3 mozna teraz tatwo wyznaczy¢:
z(3) = 0.2¢%*m.

Przyktad Filizanka goracej kawy o temperaturze 95C ostygla do 75C w cza-
sie 5 minut w pokoju o temperaturze 20C. Zaktadajac, ze zachodzi prawo



stygniecia Newtona, wyznaczy¢ czas po ktéorym kawa osiagnie temperature
50C.

Prawo stygniecia Newtona: Szybko$é¢ z jaka uklad stygnie jest proporcjo-
nalna do réznicy temperatur pomiedzy uktadem a otoczeniem.

dT

— = —k(T'— M).

o ( )
ar . . o
e Zmiana temperatury/szybkosé stygniecia.

T — temperatura ciata.
M — temperatura otoczenia.

k — stala dla danego uktadu.

Podstawiam dane i rozdzielamy zmienne otrzymujac po scatkowaniu rozwia-
zanie ogdlne:

T(t) =20+ ce ™

Wyznaczmy rozwiazanie szczegélne wykorzystujac warunek: T'(t = 0) = 95:

T(t=0)=95=20+c,

T(t) = 20 + T5e M.

Nastepnie znajdujemy stala k wykorzystujac kolejny warunek T'(t = 5) = 75:
T(t=5)="75=20+75e" 11/15 = k= —In11/15/5, k = 0.062.
Zatem rozwiazanie szczegblne ma postac:

T(t) = 20 + 75e %002,
Teraz znajdzmy czas po ktérym kawa osiggnie temperature 50C:

50 = 20 4 75e 0062t 9/5 — ¢70-062t skadt = —10001n2/5 - 62 = 14.7789.

Oznacza to, ze kawa osiggnie zadana temperature po okolo 15 minutach.

Niektore réwnania rzedu pierwszego da sie sprowadzi¢ do réwnania o roz-
dzielonych zmiennych.
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1.2 Réwnanie rézniczkowe jednorodne y' = f(¥)
Roéwnanie postaci

Y
(4) y' = f(3)

nazywamy rownaniem rozniczkowym jednorodnym. Réwnanie to mozna spro-
wadzi¢ do réwnania o rozdzielonych zmiennych za pomoca podstawienia:

y(t)
(5) u(t) = R
z ktérego mozna wyznaczyé
(6) y=u-t.

Po zrézniczkowaniu stronami réwnania (6)

dy du

i wstawieniu do (4) otrzymujemy réwnanie o rozdzielnych zmiennych.

Przyktad Rozwiaza¢ zagadnienie poczatkowe:

dy
t— =t 1) =1.
o =ty y()
Najpierw znajdujemy rozwigzanie ogblne przeksztalcajac nasze réwnanie do

postaci (4). W tym celu dzielimy obustronnie przez t:

dy

Y
=1+=.
a T
Nastepnie dokonujemy przeksztatcen i po podstawieniu otrzymujemy réw-
nanie, ktorego rozwiazanie stanowi funkcja u(t):

du
—-t=1.
dt
Po rozdzieleniu zmiennych
1
du = —dt
t

i scalkowaniu

1
/du:/—dt,
t



dostajemy rozwiazanie ogolne:
u=1Inlt| +c.
Wracajac do podstawienia (5):
L [t| + ¢,
t
a stad
y = tln|t| + ct.

Uwzgledniajac warunek poczatkowy y(1) = 1 dostajemy rozwiazanie szcze-
gblne
y=tln|t| +t.

1.3 Réwnanie rézniczkowe postaci ¢y = f(at + by + ¢)

Réwniez w tym przypadku stosujemy podstawienie
(8) u(t) = at + by + ¢,
z ktérego po scatkowaniu wyznaczamy CC%:

du dy
(9) E =a-+ ba,

dy 1 du a

(10)

dt b dt b

a nastepnie podstawiajac otrzymujemy rownanie o rozdzielonych zmiennych.

Przykltad
Rozwiaza¢ réwnanie rézniczkowe:
d
d—i = (2+y—3)2—4t—2y+5

Zapiszemy rownanie w innej postaci:

d
d—z:(2t+y—3)2—2(2t+y—3)—1.

Stosujemy przeksztalcenia (8-10):

u(t) = 2t + y(t) — 3,
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du dy
— =24 —=.
TR

Wstawiajac otrzymujemy réwnanie o rozdzielonych zmiennych:

du

E—2:u2—2u—1,

du

Zakladajac u—1 # 0 (co pociaga za soba y # —2t+4) rozdzielamy zmienne:

du

-2 ="

a nastepnie catkujemy stronami:

/(uiul)Q_/dt’

! t+
— — C
u—1 ’
skad
1
u—1=— .
t+c

Wracajac do podstawienia, rozwiazanie ogélne mozemy zapisa¢ w postaci:

Aty-3-1=—7—,

1
= —2t+4 - ——.
y + t+c

Pozostaje jeszcze sprawdzenie, czy funkcja y(t) = —2t + 4 jest rozwiazaniem

naszego réownania. W tym celu podstawiamy do obydwu stron:

dy

5= 2= (2t —2t+4—3)> 4t —2(—2t+4)+5=1—4t +4t —8+5 = —2.

Zatem funkcja y(t) = —2t + 4 jest rozwiazaniem szczegdlnym.



1.4 Roéwnanie rézniczkowe liniowe I rzedu
Roéwnanie postaci

(11) f@+p®y:ﬁﬂ

dt
nazywamy rownaniem rézniczkowym liniowym niejednorodnym, natomiast
réwnanie

dy
12 — t)y=20
(12) Lt bty
nazywamy réwnaniem rézniczkowym liniowym jednorodnym. Zaklada sie,
ze funkcje p(t) 1 q(t) sa ciagle w pewnym przedziale.

Uwaga Réwnanie linowe jednorodne jest szczegdlnym przypadkiem réw-
nania o rozdzielonych zmiennych, ktoérego rozwiazaniem szczegdlnym jest
funkcja y(t) = 0.

Jedna z metod rozwiazania réwnania liniowego niejednorodnego jest me-
toda uzmienniania stalej, ktora zostanie zaprezentowana na przyktadzie.

Przyktad
Rozwiazaé rownanie liniowe niejednorodne
dy y
— 4+ ==2
dt + t

Jest to réwnanie liniowe niejednorodne, gdzie p(t) = %, q(t) = 2. Zaczynamy
od rozwiazania rownania jednorodnego

dy |y
— 4+ ==0.
dt + t
W tym celu rozdzielamy zmienne:
dy  dt
y ot

i catkujemy

/@__ dt
y t’

Injy|=—1In[t|+1n|c/, dla ¢#0.
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Wykorzystujac wlasnosci logarytméw rozwiazanie ogdlne réwnania jedno-
rodnego mozemy zapisa¢ w postaci

y:%, dla c € R.

W znalezionym rozwiazaniu dokonujemy uzmiennienia stalej c zastepujac
ja funkcja zmiennej ¢, np.

Tak przedstawione rozwiazanie powinno spelnia¢ réwnanie wyjdciowe co
mozna sprawdzi¢ podstawiajac je do obydwu stron réwnania. Wczesniej ob-

liczamy pochodna:
dy ;o c(t))l_ldc c
Y-y = () -

1 otrzymujemy

1dc c c
it e
1dci
tdt

Pozostaje rozdzieli¢ zmienne

de = 2tdt
i nastepnie scatkowaé
/ dc = / 2tdt,
c(t) =t +c

Rozwiazanie ogdlne réwnania niejednorodnego dostaniemy po ponownym
podstawieniu powyzszego do rozwiazania réwnania jednorodnego:
t2+c c

t+ .
t +t

y(t)

Uwaga Rozwiazujac rownanie liniowe niejednorodne za pomoca metody
uzmienniania stalej czlon zawierajacy funkcje ¢(t) redukuje si¢ bez wzgledu
na posta¢ réwnania.

Sprébujmy dowiesé powyzsze stwierdzenie. Bedziemy szukaé rozwiazania
réwnania niejednorodnego (11), zaczynajac od rozwiazania réwnania jed-
norodnego (12):

dy

&+ ity = a(t)
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In|y| = —/p(t)dt + In|el,
y=ce Jrtyat,
W uzyskanym rozwiazaniu dokonujemy uzmiennienia statej c:

y = c(t)e” S PO

i po zrézniczkowaniu stronami:

% = %f PO Loty S PO / p(t)dt) = %f POL_p(p)e(t)e S PO,

wstawiamy do wyjsSciowego réwnania:
d
T IPOE _pt)e(t)e I PO® 4 p(tye(t)e SO = g(t).

Jak widzimy wyrazenie zawierajace funkcje c(t) redukuje si¢ i otrzymujemy
rownanie o rozdzielonych zmiennych:

de _ [pwydt _
i =q(1),

de = q(t)efp(t)dt,

/q(t)ef PO g 4 e,

Zatem ogdlne rozwigzanie mozna otrzymac jako

y = e~ J Pt (/q(t)efp(t)dtdt + c) :

c(t)
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1.5 Roéwnanie rézniczkowe Bernoulliego

Roéwnanie rézniczkowe postaci

(13) Wt plty = alty”

nazywamy réwnaniem rézniczkowym Bernoulliego.
Zauwazmy, ze dla a = 0 otrzymujemy réwnanie liniowe niejednorodne, zas
dla a = 1 - réwnanie liniowe jednorodne. Zalézmy dalej, ze o« € R\ {0,1}.
Rozwigzanie réwnania (13) umozliwi podstawienie

(14) 2(t) =y 7).
Zrozniczkujmy powyzsza zaleznosé stronami
dz dy
—=(1- =,
a = -y
Podstawiajac
d > d
d—‘z = 1y_ ad—j do (13) otrzymujemy :
y* dz a a
T aq — PWy=a)y Jy
1 dz 1
o TPy q(t),
dz

il G a)p(t)y' =™ = q(t)(1 — o).

Wykorzystujac (14) pozbywamy sie zmiennej y i otrzymujemy réwnanie
liniowe niejednorodne

dz
— = (1 —a)p(t)z = q(t)(1 — ).
dt
Przyktad
Rozwiazaé¢ rownanie
t
3 —y=—.
Y2
Zauwazmy, ze jest to rownanie Bernoulliego dla o« = —2. Najpierw zapiszemy

nasze rownanie w innej postaci:

dy t 9
3— — = — s
TRRARRT: /Y
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o dy

3yt — — P =t.
Yo Y
Stosujemy podstawienie:
2=yt =
dz d
. 3y2_y_
dt dt
Wstawiamy do przeksztalconego réwnania pamietajac, ze y° = z:
dz ’
— —z=t
dt
Otrzymaliémy réwnianie liniowe niejednorodne.
dz 0
— —2=0,
dt
dz
— =dt,

z
d
- fa
z
In|z| =t +Inle|, skad z = ce.

Uzmienniamy stata c:

d d
2(t) = c(t)e! = d_j = d—iet + cet.

Wstawiamy do réwnania niejednorodnego::

Rozdzielamy zmienne:
de = te tdt.

/dc: /te_tdt.
c(t) = —te b —et .
Ostatecznie otrzymujemy:
2(t) = (—te " —e P+ o)et = —t — 1+ ce.

Wracamy do zmiennej y za pomocg podstawienia z = 3® i dostajemy catke
ogdblna:
yP(t) = —t — 1+ ce.
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1.6 Roéwnanie rézniczkowe zupelne

Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe postaci

dy P(t,y)

Jezeli wyrazenie
(16) P(t,y)dt + Q(t,y)dy

jest rézniczka zupelna pewnej funkcji dwéch zmiennych F'(t,y), to réwnanie
(15) nazywamy réwnaniem rézniczkowym zupelnym. Skoro istnieje rézniczka
zupelna pewnej funkeji F'(¢,y) to musi zachodzi¢

or

(17) E - P(tvy)v ?;; = Q(tay)'

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to by wyrazenie (16) byto réz-
niczka zupelna pewnej funkeji F(¢,y) jest spelnienie réwnosci

P 9Q
(18) oo

Jezeli warunek (18) jest spelniony to rozwiazanie réwnania zupelnego dane
jest za pomocg funkcji uwiktanej

(19) F(t,y) =c¢, gdzie c jest dowolna stala.

Przypomnienie
Niech D C R? bedzie pewnym obszarem, f : D — R oraz f(x,y) = 0.
Kazda funkcje y(zx), ktérej wykres lezy w obszarze D i dla ktérej

(20) f(z,y(x)) =0, dlaz € D,

nazywamy funkcja uwiklang jednej zmiennej. Rézniczkujac réwnanie (20)
otrzymamy
fe(z,y(@)) -2’ + fy(@,y(2)) -y =0,

skad

0
L o

(21) y=dz_ 3
i
fy 5
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Na przyktad f(z,y) = 22 + y?> — 22 + 4y — 1 = 0. Wtedy % = 2x — 2,

2—5:2y+40raz y’:—gz—;i dla y # —2.

Przyktad

Rozwiazaé réwnanie

d
3t — 2y + (3y* — 2t)d—‘7i =0.

Zaczynamy od przeksztalcenia réwnania do postaci (15):

(3t% — 2y)dt + (3y* — 2t)dy = 0,

gdzie
P(t,y) =3t -2y, Q(t,y) = 3y> — 2t.
Poniewaz
op _ ,_9Q
oy  ~ ot’

wigc mamy do czynienia z réwnaniem zupelnym. Wykorzystamy teraz jeden
z warunkéw (17) na przyklad pierwszy:

OF
Z _p — 32 — 9.
5 (t,y) =3t —2y

Po scatkowaniu stronami otrzymujemy

Flt,y) = /(3t2 —oy)dt = £ — 2ty + cly).

Zwr6éémy uwage na stala calkowania, ktéra mozemy zapisaé w tej postaci
poniewaz nie zalezy od zmiennej t. Kolejnym krokiem rozwiazania jest wta-
$nie znalezienie funkcji ¢(y). W tym celu zrézniczkujmy stronami F(t,y) po
zmiennej y:

oF
— = =2t '(t).
3y + c(t)

Jest to lewa strona drugiego warunku (17) zatem mozemy zapisaé

or

:_2 / — — 2_2
3y t+c(y) = Qt,y) =3y~ — 2,

d(y) = 3y*, astad

cly) = / 3y2dt =y,
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czyli szukana funkcja wyraza sie wzorem
F(ty) =t =2ty +y°,
a rozwigzanie rownania w postaci uwiklanej zapisujemy jako

-2ty +4P=c

2 Roéwnania rézniczkowe zwyczajne Il rzedu

Roéownaniem rézniczkowym zwyczajnym liniowym rzedu drugiego nazywamy
réwnanie postaci

(22) Ft,y,y',y") =0

Niektore z rownan rzedu drugiego, w zaleznosci od swojej postaci, mozna
sprowadzi¢ do réwnan rzedu pierwszego.
2.1 Roéwnanie postaci F(t,y',y") =0

Réwnanie to poznajemy po tym, ze zmienna zalezna y nie wystepuje w
nim w sposob jawny. Rozwiazanie znajdujemy poprzez podstawienie nowej
zmiennej:

(23) u(t) =y'(t),
a nastepnie po zrozniczkowaniu
(24) u'(t) = y"(t).

Wstawiajac do wyjsciowego réwnania otrzymujemy réwnanie rzedu pierw-
SZego

(25) F(t,u,u') =0,
ktore rozwiazujemy w zaleznosci od jego postaci.

Przyktad
Rozwiaza¢ réwnanie rézniczkowe

y// -1 + y/2'



