1 Plaszczyzny i proste w R3

Réwnanie normalne plaszczyzny. Réwnanie plaszezyzny m przechodzacej przez punkt Py = (o, Yo, 20)
H
o wektorze wodzacym 7, i prostopadtej do wektora 7 = (A, B,C) # 0 ma postac:

T (7 —7g)om =0,

Podstawiajac wspohrzedne wektoréw 7 oraz 7y otrzymujemy inng postaé¢ réwnania normalnego plaszczy-
zny:
m: Alr —x9) + By — o) + C(z — 29) = 0.

Roéwnanie ogélne plaszczyzny. Rownanie:
m: Ar+ By+Cz+ D =0,
nazywamy rownaniem ogolnym ptaszczyzny 7.

Przyktad 1. Znalezé réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez srodek odcinka AB, gdzie A = (3,2, —1),
B = (5,0,7) i prostopadtej do tego odcinka.

Potrzebujemy punktu Fy nalezacego do ptaszczyzny i wektora prostopadtego do niej (normalnego).
Skoro ptaszczyzna przechodzi przez $rodek odcinka AB, to przechodzi przez punkt Py = (A + B)/2 =
(345,240, —1+47)/2 = (4,1, 3). Plaszczyzna 7 jest tez prostopadta do odcinka AB, a wiec jest prostopadia

—

do wektora AB = (5—3,0—2,7—(—1)) = (2, —2,8). Za wektor normalny mozemy przyja¢ dowolny wektor

—
n

, - — - , .
rownoleglty do wektora AB, na przyktad n° = aAB = 5(2,—2,8) = (1,—1,4). Rownanie normalne

ptaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt Py = (4,1,3) i prostopadlej do wektora m = (1, —1,4) bedzie
miato postac:
m: (r—4)—1(y—1)+4(z—3) =0.
Po uproszczeniu otrzymujemy rownanie ogdlne tej ptaszczyzny:
m: x—y+4z—15=0.
Réwnanie odcinkowe plaszczyzny. Réwnanie ptaszczyzny 7 odcinajacej na osiach Oz, Oy, 0z uktadu
wspotrzednych odpowiednio odcinki zorientowane a, b, ¢ # 0 ma postac:
)

x Z
T —+—-+-=1
a b ¢

Przyklad 2. Znalez¢ rownanie odcinkowe plaszczyzny m: v —y +4z — 15 = 0.

T ] Z
Przeksztal P X — 42—-15=0 = x — 4z=15 = 7m: —+ —— =
rzeksztaicamy: r — y + 4z r—y+4z Y 15+_15+15/4
Ré6wnanie parametryczne plaszczyzny. Rownanie ptaszczyzny m przechodzacej przez punkt
Py = (20,90, 20) 1 rozpietej na niewspoétiniowych wektorach @ = (a1,b1,¢1) i © = (ag, by, c2) ma

postac:

1.

T = xo+ sa; + tas
T Yy = Yo+ sb+1tby ,gdziet,s e R.
z = zg+ scy+1co

Przyktad 2. Napisa¢ rownanie parametryczne ptaszczyzny m przechodzacej przez poczatek uktadu wspot-
rzednych oraz réwnoleglej do wektoréow: w = (1,2,3) i ¥ = (0, —1,2)




Zauwazmy, ze wektory u i v nie sg wspoHtiniowe, a punkt Py = (0,0,0) € 7. Réwnanie parametryczne
bedzie miato postac:

r = 0+1s+4+0t r = s
Ty = 042s—1t =¢y = 25—t t,seR.
z = 043s4+2t z = 3s+2t

Uwaga. Zauwazmy, ze rugujac parametry s it z rownania parametrycznego otrzymujemy rownanie ogolne
ptaszczyzny: w: —Tx 4+ 2y + z = 0.

Roéwnanie plaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty. Rownanie ptaszczyzny 7 przechodzacej
przez trzy niewspotliniowe punkty P = (z;, i, ;) gdzie 1 < i < 3, ma postaé:

=21 Yy—th =z2—2
m:|x—x2 Y—Yo 22— 29 | =0.
r—%x3 Y—Ys 22— %3

Réwnanie parametryczne prostej. Réwnanie prostej [ przechodzacej przez punkt Py = (2o, Yo, 20) 0
wektorze wodzacym 75 w kierunku wektora v = (a, b, ¢) (kierunkowego) ma postaé:

r = x9+ta
l: T=r+tv, lub [: y = yo+1tb ,gdziet € R.
z = zy+tc

Réwnanie kierunkowe prostej. Réwnanie prostej | przechodzacej przez punkt Py = (xg, Yo, 20) W kie-
runku wektora v = (a, b, ¢) otrzymujemy rugujac parametr ¢:

T—%y Y—Y 22— %0
a b c

l:

Uwaga. W tym przypadku dopuszcza si¢ zero w mianowniku jako notacje wspotrzednej wektora kierun-
kowego.

Réwnanie krawedziowe prostej. Rownanie prostej | bedacej czedcia wspdélna dwoch nieréwnoleglych
plaszczyzn m : Ayx+ Biy+Ciz+ D1 =0img: Asx+ Boy+ Coz+ Dy =0

[ A1x+Bly+Clz+D1 =0
. A2x+Bgy+ng+D2 = 0

Przyktad 3. Znalez¢ réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkt Py = (0,0, —2) i prosto-
—
padtej do wektoréw @ = (0,1,-5)i b = (—2,3,0).

Potrzebujemy wektora kierunkowego prostej [ (jakikolwiek réwnolegty). Skoro | L @ il L ?, to
[|| @ x b.Obliczamy @ x b = (0,1,-5) x (=2,3,0) = i (1-0—(=5)-3)— 7(0-0—(=5)-(-2)) +
— — — —

E(O0-3—1-(=2)) =157 +105 +2k = (15,10,2). Zatem wystarczy przyjac, ze wektor kierunkowy
o = (15,10,2). Réwnanie prostej ma postac:

r = 15¢
[y = 10¢ .t €R.
z = —2+42t

Odlegto$é punktu od ptaszczyzny. Odleglosé punktu Py = (g, yo, 20) od plaszczyzny
7w : Ax + By + Cz 4+ D = 0 okreslamy wzorem:

~ |Axg + Byo + Cz + D|
d(PQ,TF)— A2_|_B2_|_02 .




Odlegtosé punktu od prostej. Odlegtos¢ punktu Py od prostej [ przechodzacej przez punkt P, o wektorze
kierunkowym v okreslamy wzorem:

———
PPyx v
d(Fo, 1) = 25 x 7| 1HO—>H H

———
Uwaga. Odleglo$é¢ punktu P od plaszczyzny m mozna wyznaczy¢ jako dtugosé wektora PP’, gdzie P’ jest
rzutem prostokatnym punktu P Iﬂlaszczyzne 7. Analogicznie, odlegto$¢ punktu P od prostej [ mozna

wyznaczy¢ jako dtugo$é wektora PP’, gdzie P’ jest rzutem punktu P na prosta .

r = =2+t
Przyktad 4. Obliczy¢ odlegtos¢é punktu Py = (3,4,2) od prostej [ : { vy = 14+t ,gdziet € R.
z = 3—-3t

Znajdzmy réwnanie plaszczyzny m przechodzacej przez punkt Py = (3,4,2) i prostopadlej do prostej
[. W takim razie wektor normalny ptaszczyzny bedzie réwnolegly do wektora kierunkowego prostej, i

. L e d — , . , .
mozemy przyjaé m = v = (1,1, —3). Rownanie plaszczyzny ma postaé: 7 : x +y — 32 — 1 = 0. Niech
punkt P’ bedzie rzutem prostokatnym punktu P na plaszczyzne w, a wiec punktem przeciecia prostej i
ptaszczyzny. W takim razie punkt P’ spelnia zaréwno réwnanie prostej, jak i ptaszczyzny. Otrzymujemy

x = -2+t
, Y = 1+t .. . . .
uktad warunkow: . _ 3_3 Podstawiajac trzy pierwsze do ostatniego dostajemy:
r+y—3z—1 = 0

—24+t+1+t—-33-3t)—1 =0, skad t = 1. Wspdlrzedne punktu P’ otrzymujemy podstawiajac
—
do réwnania prostej I: P’ = (=2 + 1,1+ 1,3 — 3) = (—1,2,0). Pozostaje znalez¢ dtugosé¢ wektora PP’
———
d(Po,1) = [|PP'|| = /(=1 = 3)2+ (2 — 4)2 + (0 — 2)2 = V24 = 2V/6.
Odleglosé plaszczyzn réwnoleglych. Odlegtos¢ ptaszezyzn réwnolegtych m 1 Ax + By +Cz+ Dy =0
im: Ar + By + Cz + Dy = 0 okreslamy wzorem:

| D1 — Ds|
A2+ B2+ C?

Odlegtosé prostych réwnoleglych. Odlegtosé prostych rownolegtych [y i ls wyznaczamy jako dtugosé

d(ﬂ'l, 7T2) =

wektora P'P”, gdzie punkty P’ i P” s punktami przeciecia tych prostych z plaszczyzng prostopadtla do
tych prostych.
Kat miedzy plaszczyznami. Katem miedzy ptaszczyznami m; i w9 nazywamy kat ostry pomiedzy ich
wektorami normalnymi ning:

|71 o i
[l - [nsll
Kat miedzy prostymi. Katem miedzy prostymi /; i ls nazywamy kat ostry pomiedzy ich wektorami
kierunkowymi vy i vs :

/ (1, my) = arccos

V7 0 vy
4([1,12) = arccCos ~—=y7—— = -
[or]] - [[vz]]

Kat nachylenia prostej do plaszczyzny. Kat nachylenia prostej [ o wektorze kierunkowym v do
plaszczyzny 7 o wektorze normalnym 7 dany jest wzorem:

— =
nwo |

Z(l,m) = arcsin —————.
’ 711 117



