Catka powierzchniowa niezorientowana - ¢wiczenia
Zadanie 1. Korzystajac z Twierdzenia 1 z wykladu obliczyé podane calki.

(a) [f(z+y+ 2) ds, gdzie S jest czeScia plaszczyzny z = —2x — 2y lezaca nad prostokatem D, gdzie
S
D={(z,y) eR* -1<z<0, —2<y<0}

(b) [f(z+y+z) ds, gdzie S jest czescia plaszczyzny x +y+ 2z = 1 lezaca w pierwszym oktancie uktadu
S

wspotrzednych;

(¢) [fvVz?+y? ds, gdzie S jest powierzchnia boczng stozka z = /2?2 + y? ograniczona plaszczyzng
S
z=3;

(d) [[zds, gdzie S: z2=+2zy, * +y* <1, x>0, y > 0;
S
(e) [[VIF+y2ds, gdzie S: z=2v3+¢% 0<2 <1, 1<y<4
S
Rozwigzanie przyktadu (b):
Z zalozen zadania ptaszczyzna x + y + z = 1 jest okreslona dla x > 0, y > 0 i z > 0. Rzutem
plata S na plaszczyzne xQOy jest zbiér D, ktéry mozemy opisaé jako zbiér punktow, spetniajacy warunki:

0<z<1 0<y<—z+1 (zbiér D traktujemy tutaj jako zbiér normalny wzgledem osi Ox). Ponadto
ptat S jest dany wzorem z = f(x,y) = 1 — x — y, za$ funkcja F(z,y,2) = x + y + z. Zatem

fo=—11fy=—Voraz Fx,y,2) = F(z,y, f(z,y)) =z +y+ (1 -z —-y) =1

Korzystajac ze wzoru z Twierdzenia 1 mamy

//(:E—I—y—l-z //1 \/1 )dedy—\/_//ldxdy—]

Mozna zauwazy¢, ze zbior D jest trojkatem ograniczonym prosta y = —x+1 i osiami uktadu wspotrzednych,
zatem ostatnia catka definiuje pole tego trojkata, stad
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Zadanie 2. Korzystajac z Wniosku 1 z wyktadu obliczyé pola podanych ptatéw.
(a) S:z=2zy, gdzie z*+y?<1;
(b) S jest czedcia plaszezyzny 2z + 3y + 2 — 6 = 0 wyciety przez walec 22 + y* = 4;
(c) S:z=+22+y? gdzie 2%+ y? <4
(d) S jest czedcia paraboloidy z = 2% + y? odcieta przez plaszczyzne z = 9.

Rozwiazanie przyktadu (d):

Plat S dany jest réwnaniem z = f(z,y) = x? + y?. Z przecigcia paraboloidy i plaszczyzny otrzymujemy
okrag 2%+ 9% = 9, zatem rzutem czesci ptata S na plaszczyzne xOy jest kolo o érodku w poczatku uktadu
wspoétrzednych i promieniu r = 3. Ponadto

fr=220 i f =2y



Zatem, z wniosku 1 otrzymujemy

|S] :£f1 ds:jéf\/1+(2x)2+(2y)2 dmdyzgf\/1+4x2—|—4y2 dxdy:]gf\/1+4(:v2+y2) dedy = 1.

Korzystajac ze wspolrzednych biegunowych 2 = rcos ¢, y = rsin p, gdzie r € [0, 3], ¢ € [0, 27], mamy

P4y’ = (reosg)+ (rsing)? =12 (cosg)” + (sing)?| = 1.

Zatem
3 27 3 27
I = /[ v1+4r2-rdg0]d7’:/ {v1+4r2-r/ dgo}dr
o LJo 0 0
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= /[\/1+47’2'7’-27r]dr:27r/ [\/1—1—47’2'7’}(170.
0

0
Podstawiajac 1 + 4r? =t (8r dr = dt) oraz zmieniajac granice catkowania, otrzymujemy
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Zadanie 3.

T = UCOSV
(a) Oblicz catke powierzchniowa [ v/x? + y? ds, gdzie S jest ptatem powierzchni srubowej: < y = usinv
5
Z=0
gdzie 0 <u<1loraz 0 <v < 1.

(b) Obliczy¢ pole ptata S wycietego z paraboloidy hiperbolicznej 22 — y? = 2z walcem 22 + y? = 2. Plat
r=u-+v
ten ma réwnanie parametryczne {y =u —v  dla u? +v* < 1.

z = 2uv
Rozwigzanie przykladu (a):

W tym przypadku musimy skorzysta¢ z Twierdzenia 2 z wyktadu. Mamy:

/ / s !/
T, = Cosv , Yy, =sinv, z, =0,
I : r_ I
T, = —usinv, y, =ucosv, 2, =1,
sinv wsinv ) 0 1 cosv —usinv
A= =sinv , B= . = —cosv =, =
0 1 COsvV —usinv sinv  ucosv
Ponadto
F(z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) = \/(u cosv)? + (usinw)? = u
oraz

VA2 + B2+ (C? = \/(sinv)2 + (—cosv)? +u? = 1+ u?

Zatem



//\/mds = /umdudv:/ol[/Olumdv}duz/ol{um-[v]ﬂdu

D

1
= [ [wTH e au=1.
0
Podstawiajac 1 + u* =t (2u du = dt) oraz zmieniajac granice catkowania, otrzymujemy
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I = 5/1 \/Edt:§.§.{tzﬁ:§<22—1):§(2\/§—1).



