3. Ekstremum funkcji dwéch zmiennych

Rozpocznijmy od sformutowania pojecia ekstremum dla funkeji dwoch zmiennych.

Definicja 1. Funkcja f ma w punkcie (xg, yo) minimum lokalne, jezeli istnieje otoczenie tego punktu takie,
Ze dla dowolnego (x,y) z tego otoczenia zachodzi nieréwno$é f(x,y) > f(xo, yo).

Ponadto

Definicja 2. Funkcja f ma w punkcie (xo,y0) minimum wlaSciwe, jezeli istnieje sqsiedztwo tego punktu
takie, ze dla dowolnego (x,y) z tego sqsiedztwa zachodzi nierowno$é f(xz,y) > f(zo, o).

Analogicznie definiujemy pojecie maksimum lokalnego i maksimum lokalnego wlasciwego, przy czym
zwroty nieréwnosci sa przeciwne.
Tak jak dla funkcji jednej zmiennej mozna poda¢ warunek konieczny istnienia ekstremum. Mianowicie

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f(z,y) ma w punkcie (zo,yo) ekstremum i jest w tym punkcie rézniczko-
walna, to obie pochodne czqstkowe rzedu pierwszego w tym punkcie sg rowne zeru, tzn.

ﬂ(%JJO) =0
{%?j(ﬂ?o,yo) = 0

Aby stwierdzi¢, czy faktycznie w punkcie zerowania sie pochodnych czastkowych rzedu pierwszego,
czyli w punktach stacjonarnych, istnieje ekstremum nalezy sprawdzi¢ warunek dostateczny, tzn.

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja f(x,y) jest ciggla i ma ciggle pochodne czgstkowe rzedu pierwszego w
otoczeniu punktu Py = (xo,Yo),
{w(ﬂfo,yo) =0

%(xo,yo) =0

oraz wyznacznik pochodnych czgstkowych rzedu drugiego w punkcie Py jest dodatni, tzn.
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to funkcja w pukcie Py ma ekstremum i jest to minimum gdy %(PO) > 0 lub maksimum gdy %(Po) < 0.
Uwaga Gdy wyrazenie W (Fp) jest ujemne, to funkcja f(z,y) nie ma ekstremum w punkcie Py. W przy-
padku, gdy W (F,) = 0, badanie istnienia ekstreméw przeprowadza si¢ w oparciu o inne metody.

Przyktad
Wyznaczy¢ wszystkie ekstrema funkcji

a) f(z,y) = 2+ y° — 9y,

Rozwiazanie tego zadania rozpoczniemy od obliczenia pochodnych czastkowych. Mamy

g:3x2—9y, a—f:3y2—9x.
ox

dy

Wyznaczymy teraz wszystkie pary (x,y) dla ktérych warunek konieczny jest spetniony. Warunek
af —

jest réwnowazny



7Z pierwszego réwnania mamy x? = 3y, a stad y = % Podstawiajac do réwnania drugiego mamy:
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A zatem mamy nastepujace rozwiazania x = 0 lub x = 3. OtrzymaliSmy dwa punkty w ktérych moze by¢
ekstremum. Sa to punkty A(0,0), B(3,3). Do warunku dostatecznego potrzebujemy pochodnych rzedu
drugiego. Mamy

skad otrzymujemy
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o D 8x8y_8y8x: oy
Dla punktu A(0,0) mamy
0 -9
W(A) = |_9 )| =-81<0,

co oznacza, ze w tym punkcie ekstremum nie wystepuje. W punkcie B(3,3) mamy

18 =9
W(B)—|_9 18|—324—81—243>O,
czyli ekstremum w tym pukcie istnieje. Poniewaz 2275 = 18 > 0, jest to minimum réwne f(3,3) = —27.

b) flz,y) = a* +y* — 22° — 2y* + duy;

Obliczamy pochodne czastkowe rzedu pierwszego. Mamy

0 0
97 = 42° — 4o + 4y, 97 = 4y® — 4y + 4a.
ox dy
Warunek konieczny dla tej funkcji przyjmuje postac
4o —dr+4y = 0
4o —dy+4r = 0.
Dodajac powyzsze réwnania mamy 423 + 4y3 = 0, skad otrzymujemy x = —y. Podstawiajac do uktadu
réwnan otrzymany warunek otrzymujemy 4z° — 8z = 0, a stad mamy z = 0, = /2, z = —v/2. Mamy

zatem trzy punkty stacjonarne A(0,0), B(v/2, —v?2), C(—v2,v?2).
Pochodne czastkowe rzedu drugiego sa rowne
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Dla punktu A(0,0) mamy
—4 4
wi =3 4 =0

zatem Twierdzenie 2 nie rozstrzyga czy ekstremum istnieje. Dla punktu B(v/2, —v/2) mamy

20 4
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zatem w punkcie tym jest ekstremum. Poniewaz % = 20 > 0, jest to minimum lokalne réwne f(v/2, —v/2)
8. Analogicznie, w punkcie C' tez jest minimum lokalne réwne f(—+/2,1/2) = 8.

W przypadku funkeji dwoch zmiennych mozemy takze mowic¢ o ekstremach globalnych, czyli wartosci
najwiekszej i najmniejszej na pewnym zbiorze.



Definicja 3. Liczba m jest warto$cig najmniejszq funkcji f w zbiorze A, jezeli w tym zbiorze istnieje punkt
(%, ys) taki, Ze dla dowolnego punktu (z,y) € A mamy

fa,y) > f(@e,y.) .

Liczba M jest wartoscig najwiekszq funkcji f w zbiorze A, jezeli w tym zbiorze istnieje punkt (z*,y*) taki,
Ze dla dowolnego punktu (x,y) € A mamy

fl@y) < fl"y7) .
Aby wyznaczy¢ ekstrema globalne funkcji f w zbiorze A nalezy
1. wyznaczy¢ punkty stacjonarne f wewnatrz zbioru A;
2. wyznaczy¢ punkty na brzegu zbioru A, w ktorych funkcja ma wartos¢ najwiekszg i najmniejsza;

3. poréwnacé wartosci funkcji w otrzymanych punktach oraz na tej podstawie ustali¢ wartosci najwieksze
i najmniejsze funkcji f w zbiorze A.

Przyktad
Znalez¢ warto$¢ najwiecksza i najmniejszg funkeji f w zbiorze D, gdzie
fla,y)=a®—ay ,  D:zel01yel0,Va].
Szukamy ekstremow wewnatrz zbioru. Mamy
of 5 af
— =2z — — = —z.
Ox v oy

Jedyny punkt stacjonarny P(0,0) nie lezy wewnatrz zbioru. Zatem funkcja moze mieé¢ jedynie ekstrema
na brzegu zbioru D.

Na krzywej y = v/x, z € [0, 1] rozwazana funkcja jet réwna g;(z) := f(z,/r) = 2* — x\/z, v € [0, 1].
Jest to funkcja jednej zmiennej, ktérej ekstremum szukamy na przedziale [0, 1]. Mamy ¢;(0) = 0, g1(1) = 0.
Ponadto ¢} (z) = 2z—32/z. Z réwnania g{(z) = 0 otrzymujemy z = 0 lub z = 2, a nastepnie ¢;(%) = —2L.

Na odcinku z = 1, y € [0,1] mamy g2(y) := f(1l,y) = 1 — y. Jest to funkcja liniowa, wiec warto$é
najwieksza i najmniejsza osiaga na koncu przedziatu i go(0) = 1 oraz go(1) = 0.

Na odcinku y = 0, z € [0,1] mamy g3(z) := f(z,0) = 2% Warto$¢ najwigksza i najmniejsza funkcja
g3(x) osiaga na koncu przedziatu i g3(0) = 0 oraz g3(1) = 1.

Zatem wartos$¢ najwieksza funkcji f w zbiorze D wynosi 1 i jest osiagnieta w punkcie (1, 0), za$ wartosé

najmniejsza funkcji f w zbiorze D jest réwna —% dla punktu (%, %)



