4. Pochodna kierunkowa, operatory rézniczkowe

W zastosowaniach rachunku rézniczkowego istotne bywa badanie szybkosci wzrostu wielkosci fizycznych
nie tylko w kierunku osi uktadu wspoétrzednych, ale tez w dowolnym kierunku wyznaczonym przez wektor
7 lub poélprosty o kierunku v’
Niech [ bedzie pétprosta o poczatku w punkcie Py(zo, yo)-
f(P)—f(Po)
[P P
kowaq funkcji f w punkcie Py w kierunku [ © oznaczamy symbalem (Po)

Definicja 1. Granice limp_,p, , gdzie P(z,y) €1, o ile istnieje nazywamy pochodng kierun-

Jesli poétprosta [ jest réwnolegta do osi Ox i zgodnie z nig zorientowna, to %(Po) = %(PO), a gdy
przeciwnie, to %(PO) = —%(PO) Analogiczne zaleznosci h@czz% (Po) i ch (FPy) gdy [ jest réwnolegla do
osi Oy.

Twierdzenie 1. Jesli funkcjaf jest roziniczkowalna w punkcie Py, to
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af
3 e ——(Py) cosa+ =—(P)sina

- (P) = By

gdzie a jest miarg skierowanego kqta jaki potprosta | tworzy z osig Ozx.

W zastosowaniach rachunku rézniczkowego wykorzystujemy 4 operatory rézniczkowe okreslone na funk-
cjach rézniczkowalnych. Na poczatek pierwszy z nich - gradient w przestrzeni R2.

Definicja 2. Gradientem funkcji f w punkcie Py nazywamy wektor gradf(Fy) = {%(PO), %(PO)}.

—_—
Mozna wykazaé, ze jesli gradf(Fy) # 6: to pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie Py przyjmuje
najwicksza wartos¢, gdy jest obliczana w kierunku gradientu. Co wigcej, ta wartos¢ jest rowna dhugosci

—
wektora gradf(FPp).

Przyktad
Oblicz pochodna kierunkows funkcji f(z,y) = x?y3 w punkcie Py(1,2) w kierunku
a) v =[-1,1]
—
b) gradf(Fp).
Obliczamy pochodne czastkowe funkcji f i mamy

%_ 3 ﬁ_ 2,2
8w—2xy , ay—?)xy
oraz of o/
1,2) =1 —(1,2)=12.
12 =16 . Fh0.2)

Mamy wiec gradf(1,2) = [16,12].

a) Obliczamy kat « (identycznie jak argument liczby zespolonej —1+1, gdyz liczba zespolona jest inter-
pretowana jako punkt na ptaszczyznie R? lub wektor wodzacy tego punktu!). Mamy |v'| = /(—1)2 + 12 =
V2 i stad cosa = \_/—%, sina = % 7 powyzszego twierdzenia mamy
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8Z(PO)_16 —|—12 f =3
b) Oznaczmy u = gradf(1,2), wiecc u = [16,12]. Obliczamy kat a: |u'| = V162 + 122 = 20 i stad
cosa = % = %, sina = % = % Zatem
of
6Z(P0)—16 1412.2=10=20.



Zauwazmy, ze otrzymana wartos¢ pochodnej kierunkowej jest réwna dltugosci wektora .

W przypadku najbardziej ogdélnym, rozpatrujemy funkcje i op(iatory w przestrzeni R?. Najpierw nie-
zbedne okreslenie - funkcjg wektorowa bedziemy gazywali wektor F' ztozony z trzech funkcji 3 zmiennych
P(z,y,2), Q(x,y, 2), R(z,y, z). Piszemy wtedy F = [P(x,y, 2),Q(z,vy, 2), R(x,y, z)] lub krétko, bez po-
dawania punktu na ktéry dziataja funkcje, F = [P, @, R]. Mamy nastepujace okreslenia.

. . . . o — [0f 9f Of
Definicja 3. Gradientem funkcji f nazywamy wektor gradf = |5t 5y 55|

Definicja 4. Laplasjanem funkcji f nazywamy liczbe Af = % + giyéc + %.

Definicja 5. D ia funkcii wek i F=[P.OR liczbe div F = 22 1 99 4 OR
efinicja 5. Dywergencja funkcji wektorowej F' = [P, Q, R| nazywamy liczbe div F' = ox T oy T o

Definicja 6. Rotacjg funkcji wektorowej F = [P, Q, R] nazywamy wektor

oy 0z 0z Ox dxr Oy

Przyklad Pole elektrostatyczne tadunku punktowego ¢ umieszczonego w poczatku uktadu wspotrzednych
dzialajace na jednostkowy tadunek umieszczony w punkcie (z,y,z) # (0,0,0) jest funkcja wektorowa

H . . . H
= Lz,y,2] = [%, 4, j—g], gdzie r = /2?2 + y? + 22. Oblicz div F'.

Mamy
P(x,y,2) = gtz » QE,Y,2) = mrpiawe » By, 2) = Gyt -
Stad
oP ox(®) - (@ + 92 + 222 — 23 (2% + 4 + 27)°7)
S (22 + 2 + 22)3

(:E2 4 y2 + 22)3/2 — 2. %(:(ZQ + y2 4 22)1/2
(22 +y? + 22)3
(22 + 92 + 22)3/2 — 322(2? + 92 + 22)1/2
(22 +y2 + 22)3
(2% + y? 4+ 2)V2 (2% 4+ o + 22) — 327
(22 +y? 4 22)3
—22% + y? + 22
q- (22 +y2+22)5/2 :

Latwo zaobserwowaé, ze zachodzi swego rodzaju symetria: gdy liczymy pochodng czgstkows funkcji @
po y to wykonujemy doktadnie te same kroki i otrzymujemy te same wyniki co przy liczeniu pochodne;j
czastkowej P po x (oczywiscie ze stosowna zamiang zmiennych x na y). To samo dzieje sie przy liczeniu
pochodnej czastkowej R po z. Zatem

Q 2?2 — 2% + 22 OR 2?4 y? — 222
oy =4 (#2 + 92 +22)5/2 7 Oz — 4 (22 +y2 + 22)5/2
skad
. — 0P 0Q OR 222 + % 4 22 2 — 2% + 22 2% 4 y? — 222
div F' = = =0.

T oxr | Oy 0. (22 + 92+ 22)5/2 (22 + 42+ 22)%/2 (22 + y2 + 22)5/2



