1 Ekstrema funkcji dwéch zmiennych - é¢wiczenia

Przyklad 1
Wyznaczy¢ ekstrema funkcji f(x,y) = 22° + zy® + 522 + 2.

Rozwiazanie tego zadania rozpoczniemy od obliczenia pochodnych czastkowych. Mamy:

of

o)
= 627 + y* + 10z, 9f _ 27y + 2y.
ox dy

Wyznaczymy teraz wszystkie pary (z,y) dla ktérych warunek konieczny jest spelniony. Warunek

of

&L’:O
of
9 = O

jest rownowazny
622 +y*+ 100 = 0
2cy +2y = 0

Z drugiego réwnania mamy 2y(z + 1) = 0, a stad otrzymujemy y = 0 lub z = —1.

Podstawiajac y = 0 do réwnania pierwszego mamy: 622+ 10z = 0, czyli 22(3x +5) = 0. A zatem
r=0lubz = —%. OtrzymaliSmy dwa punkty, w ktérych moze by¢ ekstremum. Sa to punkty A(0,0),
B(—%, 0).

Podstawiajac = —1 do réwnania pierwszego mamy: 6 + 3> — 10 = 0, czyli y?> = 4. A zatem
y = 2 lub y = —2. Otrzymalismy kolejne dwa punkty, w ktérych moze by¢ ekstremum. Sg to punkty
C(-1,2), D(—1,-2).

Do warunku dostatecznego potrzebujemy pochodnych rzedu drugiego. Mamy:

o0 f o0 f o0 f o0 f
— =12 10 = =2 —5 = 2x + 2.
Ox? T+ 0xdy  Oyox v oy? v
Dla punktu A(0,0) mamy
10 0
W(A)—‘ 0 2‘—20>0,
co oznacza, ze w tym punkcie jest ekstremum. Poniewaz % = 10 > 0, jest to minimum roéwne
f(0,0)=0.
W punkcie B(—2,0) mamy
—10 0
co oznacza, ze w tym punkcie tez jest ekstremum. Poniewaz % = —10 < 0, jest to maksimum réwne
Dla punktéw C(—1,2) i D(—1,—2) mamy:
-2 4 -2 —4
W(C)_| 40|_—16<O, W(D)_‘_4 0|_—16<O,

co oznacza, ze W tych punktach ekstremum nie wystepuje.



Przyklad 2
8

Wyznaczyé ekstrema funkcji f(z,y) = — + f +y+ 2.
r oy

Rozwigzanie tego zadania rozpoczniemy od wyznaczenia dziedziny Dy x # 01y # 0. Teraz
obliczamy pochodne czastkowe:
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Wyznaczymy teraz wszystkie pary (x,y) dla ktérych warunek konieczny jest spetniony. Warunek

of
oz

jest rGwnowazny

= 0
= 0

Jesli pierwsze réwnanie pomnozymy przez 2y, a drugie przez y2, to otrzymamy uktad réwnan:

—8y+a* = 0
—z+y? = 0

7 drugiego réwnania wyznaczamy = = y? i wstawiamy do pierwszego
Sy +yt=0, czyli y(-8+y*)=0, astad y=0 lub y=2.
Ale y = 0 ¢ Dy, wiec mamy tylko jeden punkt stacjonarny A = (4,2), bo dla y = 2 otrzymujemy

2
r=y" =4
Do warunku dostatecznego potrzebujemy pochodnych rzedu drugiego. Mamy:

o 16 f  f 1 P 2

022 23’ Ozdy  Oydx - 2 02 B
Dla punktu A(4,2) mamy
1 _1
W(A):‘_;{ ‘i =35>0,

. . . . . 2
co oznacza, ze w tym punkcie jest ekstremum. Poniewaz % =

f(4,2) = 8.

i > 0, jest to minimum réwne

Zadania do samodzielnego rozwigzania:

1. Wyznaczy¢ ekstrema funkeji:

(a) f(x,y):y3—3my2+6xy—3:1:2—15y+15x
(b) f(z,y) = 2* — 6zy + y* + 3z + 6y
(¢) flz,y) =2+ 3zy® — 150 — 12y
1 8
d _ 1.0
(d) f(z,y) xy+$+y



(e) f(z,y) = (6 —z —y)a?y®

2. Wyznaczy¢ wspotrzedne punktéw lezacych na paraboli 2y — 22 = 0, ktoérych odlegtosé od
punktu A(4,1) jest najmniejsza. (odlegto$é dwéch punktéow P = (zq,y1) i P = (22,92) na

plaszczyznie: d(Py, Py) = \/(-’13'2 —21)%+ (y2 — 11)?)

3. Prostopadloécienny magazyn ma mieé¢ objetosé V = 216m?. Do budowy $cian magazynu uzy-
wane sg plyty w cenie 30z1/m?, do budowy podlogi w cenie 40z}/m?, a sufitu w cenie 20zt /m”.
Zmalez¢ dtugosé a, szeroko$é b i wysokosé ¢ magazynu, ktérego koszt budowy bedzie najmniejszy.
(wykorzystaj odpowiednie wzory na objeto$¢ i pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu
konstruujac odpowiednia funkcje dwdch zmiennych)

w A;1.(b) A= (21),

29

Odpowiedzi. 1.(a) A = (2,0), B = (1,-1), C = (1,3), max B = (5
(—2, 1) min w C, max w D; 1.(d) min
= 6m

) A (
min w B; 1.(c) A= (1,2), B=(~1,-2),C = (2,1), D =
wA=(14); 1) mnwA=(23);2 (223 a=b=c



