1.4 Zastosowanie catki podwdjnej

Niech f(z,y) bedzie funkcja ciggla w pewnym zbiorze domknietym D, przy czym f(z,y) > 0. Catka
/ f(z,y)dedy
D

przedstawia z definicji objetoéé bryly o podstawie D, ograniczonej powierzchnia bedaca wykresem funkeji
z = f(x,y) oraz powierzchnig walcowa, utworzong z prostych réwnolegtych do osi Oz i przechodzacych
przez brzeg obszaru D.
Catka

{[ £, y)dady

D
przedstawia pole zbioru D.
Mozemy zatem wyszczegdlni¢ nastepujace zastosowania geometryczne catki podwdjnej:

[1.] Obliczanie pola obszaru ptaskiego D:

Twierdzenie 6 Pole obszaru ptaskiego D w plaszczyinie OXY obliczamy korzystajgc z nastepujgcego
wzoru: | D) = [[, drdy

Przyktad.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y? =4z +4iy =2 — x.

Wyznaczajac punkty wspdlne naszych krzywych otrzymujemy: punkt (0,2) i (8, —6). Obszar D jest
zbiorem 110rma1211y111 wzgledem osi OY, gdyz moze zosta¢ opisany nierownosciami:
—6 <y <2, %1 <z < 2 —y. Mamy zatem
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Przyktad.
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y = z, 2 = 0i 22 + 3% = 2y.

Obszar D, ktorego pola szukamy jest fragmentem kota z? + y? < 2y. Zatem w celu obliczenia calki
uzyjemy wspotrzednych biegunowych. Réwnanie okregu przy uzyciu wspotrzednych biegunowych mozemy
zapisa¢ w postaci:

r? = 2rsin o,
skad otrzymujemy warunek na r
r € [0,2sin ).

W powyzszego warunku tatwo wida¢, ze musi by¢ siny > 0, co jest rownowazne ¢ € [0, 5]. Ponadto zbiér

nasz ograniczajg proste y = x i x = 0. Zatem nasz zakres kata musi by¢ zawezony do zbioru [7, T]. Zatem
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[2.] Obliczanie objetosci bryt.

Z inetpretacji geometrycznej catki podwdjnej wynika, ze Jezeli f(x,y) > 0, (x,y) € D to catka podwdjna po
zbiorze D z funkcji f(x,y) przedstawia objeto$¢ bryly ograniczonej powierzchnia z = f (x,y) 1 pobocznicy
walca o podstawie D i ptaszczyzny OXY . Objetos¢ ta wyraza sie wzorem V' = ﬂD x,y)dxdy.

Przyktad.
Obliczy¢ objetoéé¢ bryty ograniczonej paraboloidg z = 22 4 y? i ptaszczyznami @ +y = 4, x = 0, y = 0,
z = 0.
Objetosé obliczamy w tym przypadku w nastepujacy sposéb: (poniewaz z = f(x,y), to u nas f(z,y) =
2% 4 12
V= [ %+ y?)dady.
D

Zbiér D znajuduje sie na ptaszczyznie OXY, i opisuja go warunki 0 < z < 4, 0 <y < 4 — z. Zatem
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Przyktad.
Obliczy¢ objetoéé bryty ograniczonej paraboloida 2z = 3 — 2% — ? i plaszczyzng z = 0.

Objetosé obliczamy w tym przypadku w nastepujacy sposob: (poniewaz z = f(x,y), to u nas
f($7y) - 3_$2 _y2
V| = H (22 + %)) dady.

Zbiér D zmajuduje sie na plaszezyznie OXY, czyli 2 = 0 opisuje warunek z2 +v? < 3. Jest to koto, a zatem
do obliczenia catki uzyjemy wspoétrzednych biegunowych. Nasz zbior D we wspotrzednych biegunowych
przyjmuje postaé: 72 < 3. Zatem r € [0, /3], ¢ € [0, 27]. Stad

V| = jf(B — (2* +y?))dxdy = /0\/:§ [/0%(3 - rz)rdcp] dr = /0\/55 [(37’ - 7’3)90} zﬂ dr
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