Catka powierzchniowa zorientowana - ¢wiczenia
Zadanie 1. Korzystajac z Twierdzenia 2 z wykladu obliczyé podane calki.

(a) [[3x dydz —y dzdx + z dxdy, gdzie ST jest czedcig powierzchni z =9 — 22 — y?, 22 + > < 9;
S+

(b) [[y dydz — 22 dzdx — z dxdy, gdzie ST jest polsferg z = /4 — 22 — y?;
S+

(¢) [fx dydz +y dzdx + z dzdy, gdzie ST jest czedcig powierzchni stozkowej z = 1 — /22 + 32, dla
S+
x? +y? < 4

(d) [ zz dydz+yz dzdx + zy dzdy, gdzie ST jest czedcig sfery x® +y? +22 =1,dlaz >0, y > 0,2 > 0;
S+

(e) [[(y—2z)dydz+ (z —x)dzdx + (x —y)dxdy, gdzie S~ jest czescig powierzchni walcowej z = /a2 + 32,
e
22 +y? < 4.
Rozwigzanie przykladu (a):

Mamy z = f(z,y) = 9 — 2% — ¢, skad f, = =2z i f) = —2y. Korzystamy z twierdzenia z wyktadu i
wstawiamy w miejsce z w funkcjach P, ), R wyrazenie 9 — 22 — 3?. Otrzymujemy

/Bxdydz—ydzdx—l—zdxdy = //[3x-(2x)—y-(2y)—|—(9—x2—y2>-1}dxdy
S+ D

= //(5x2 —3y* + 9)dwdy = I
D

Otrzymalismy catke podwdjna po obszarze D, ktory jest rzutem prostopadlym ptata S na plaszczyzne
xQy. Zatem jest to okrag o $srodku w poczatku uktadu wspétrzednych i promieniu r = 3. Korzystajac ze
wspOlrzednych biegunowych (z = rcosg,y = rsinp,r € [0, 3], ¢ € [0,27]) mamy

2m 3
I= /0 [/0 (5r% cos® p — 3r?sin® o + 9)r dr} dep.
Korzystajac z ”jedynki trygonometrycznej” (sin® o = 1 —cos? ¢) i redukujac wyrazy podobne otrzymujemy

2 3
I= / [/ (8% cos® ¢ — 3r® + 9r) dr} dep.
o Lo

. . . - 2 . 2 . 1 1
Korzystajac ze wzoru na cosinus podwojonego kata cos 2¢p = 2 cos® p — 1, wyliczamy cos” ¢ = 5 cos2¢ + 5

i podstawiamy do wyrazenia podcatkowego.
2w 1 13 1 1
I = / / <8r3 ( cos 2¢p + ) — 3+ 9r> dr} dy
o Lo 2 2
2 3
= / / (4r3 cos 2p + 1 + 9r) dr} dy
o Lo

2T T 1 9
= [T cos2p 4 48 + S 17 de

i 4 2
I r 81 81 2m 3
= / 810082g0++}dg0:81/ {cos2cp+}d<p
o L 4 2 0 4
1. S 1 3 243
= 81 (2[31112@](2) +1[<p]3 > =381 (2'O+4~27T> =5



Rozwigzanie przyktadu (c):

= = 1 2 2 [ X : A Yy . .
Mamy z = f(z,y) = 1 — 3v/2* + 32, skad f, W if, W s Korzystamy z twierdzenia z
wyktadu i wstawiamy w miejsce z w funkcjach P, ), R wyrazenie 1 — %\/:ﬁ + 2. Otrzymujemy

1
_ . y o2 2.
S/deydz—i—ydzd:v—l—zdxdy //{ < 2+y)+y (2 x2+y2)+<1 SV —{—y> 1}dxdy
22 1
— z?4y? _ /2 2
N // Nz 1 2 Tty

Wyrazenie % po osunieciu niewymiernosci z mianownika przyjmuje postaé %\/ x? + y?. Dostalidémy
T4ty

dxdy = //1 dxdy = 4.
D

catke podwojng z 1, zatem jest to pole zbioru D, ktory jest rzutem prostopadlym ptata S na plaszczyzne
x0y. Przyjmujac w rownaniu plata z = 0 widzimy, ze jest to okrag o srodku w poczatku uktadu wspot-
rzednych i promieniu r = 2.

Zadanie 2.

(a) Oblicz catke powierzchniowa [[ z dydz +y dzdx + 2° dxdy, gdzie ST jest platem paraboloidy hiper-
S+

r=u+v
bolicznej przedstawionej parametrycznie: { y = u —v  dla u? +v* < 1.

z = 2uv
(b) Oblicz catke powierzchniowa [ —y dydz +x dzdx + (1+ 2?) dady, gdzie ST jest platem powierzchni
S+

T = UCOsSv

ol

srubowej danej rownaniem parametryczne {y = usinv 0w < loraz — 5 <v <

2=
Rozwigzanie przykladu (a):

W tym przyktadzie musimy skorzystaé¢ z Twierdzenia 1 z wyktadu. Mamy:

=1,y =1,z =2v,
=1,y =-1, 2 =2u
oraz
1 -1 20 2u 1 1
A_2U 9 =2u+2v , B= 11 =2v—2u , C’—|1 _1| 2.
Zatem

//x dydz +y dzdw + 2* dedy = // (u +v)(2u + 2v) + (u —v)(2v — 2u) + (2uv)2(—2)} dudv

= // —(2u2 + duv + 20%) — (2u® — duv + 21}2) — 8u202} dudv

= // [8uv — 8uv 2} dudv:8// [uv—u%ﬂ dudv = 1.
D




Poniewaz u? + v?

< 1 zatem obszar D jest kotem o $rodku w poczatku uktadu wspotrzednych i promieniu

r = 1. Korzystajac ze wspohrzednych biegunowych (u = rcosp,v = rsing,r € [0,1], ¢ € [0,27]) mamy

1 2m
I= 8/ [/ (1% cos psin @ — 1 cos® psin? p)r d(p} dr.
o LJo

Korzystajac ze wzoru na sinus podvvojonego kata: sin2p = 2sin<pcosap oraz cosinus podwojonego kata

cos2p = 1 — 2sin? ¢, skad sin? ¢ =

1
g
0

1
),
0

1
),
0

1
),
0

1 — 1cos2¢p (zatem sin® 29 = 1 — 1 cosdp). Mamy

el 1
/ (r3 sin 2¢ — ~7° sin? 290) dgp} dr
LJo \2 4
1 3 1 27
—r <—0082<p) —fr / (—cos4g0> de| d
2 2
1 1 1 1
_57“3 -0 — ZTB <2<p — 8sm44p>0 ] dr
r1 /1 1 r 1.
I () Ve — _-
vy (2 T 80)]6” 80[4rﬂ]dr
1 1 1
/0 ridr = —2m - 6[7“6](1) =37



