2. Pochodne czastkowe

Definicja 1. (Pochodne czgstkowe pierwszego rzedu)
Niech funkcja f bedzie okreSlona przynajmniej na otoczeniu punktu (zo,vo). Pochodng czqstkowq pierwszego
rzedu funkcji f wzgledem zmiennej x w punkcie (xg,yo) okreslamy wzorem:

of f(xo + Az, y0) — f(20, Y0)

%(%7 yo) = Algilo Ar

Mozna réwniez oznaczaé symbolem f! (g, yo). Analogicznie definiuje sie pochodna czastkowa pierwszego
rzadu funkeji f wzgledem zmiennej y w punkcie (g, yo):
of f(o, Yo + Az) — f(xo, Yo)

a*y(l"o; Yo) = Alggo Ay

Mozna réwniez oznacza¢ symbolem f; (o, yo).

Uwaga 1. Analogicznie okreslamy pochodng czastkowa pierwszego rzedu dla funkcji trzech zmiennych.
Uwaga 2. Obliczajac pochodne czastkowe wzgledem jednej zmiennej, pozostate zmienne traktujemy jako
state. Ponadto, stosujemy reguty rézniczkowania znane z analizy funkcji jednej zmiennej.
Przyktad 1
Obliczy¢ pochodne czastkowe I rzedu funkcji:
flz,y) = 2% — 2y* + 3ay* — xInwy.
Zacznijmy od pochodnej czastkowej I rzedu wzgledem zmiennej x
(zmienna y bedziemy traktowaé jak stala):

1
A =322 —-2-0+3-1-y*—(1- lnxy+:z:— y) = 3z% + 3y —Inazy — 1.
xr Ly

Obliczmy teraz pochodng czastkowa wzgledem zmiennej y
(tym razem zmienna x bedziemy traktowaé jak stala):

0 1

—f:3~0—4y+3x~4y3—x-—-x:—4y+12xy3—£

dy ry

Zauwazmy, ze w tym przypadku, wzoér na pochodng iloczyny nie byt konieczny.
Przyktad 2

Obliczy¢ pochodne czgstkowe I rzedu funkcji:

flz,y, 2) = 2¥ — 223yz* + cos Y.

Obliczmy pochodng Czqstkowz;wzgl@dem zmiennej x
(zmienne y i z traktujemy jak stale):

0
af =ya¥ 1 =232 yzt + 0 = yav ! — 62yt

T
Obliczmy pochodna czastkowa wzgledem zmiennej y
(zmienne x i z traktujemy jak state):

0 ) 1 ; 1
—f:xylnx—2x5-1-24—sin3-f:xylnx—2x524—fsinf.
dy 2z z oz

Obliczmy pochodng czastkowa wzgledem zmiennej 2z
(zmienne z i y traktujemy jak stale):

0

OF o _oudy. 4 —sm? . (— Y Y sin?.

5 —5) = =87y + % sm Z
z z

Wprowadzimy teraz pojecie pochodnych czqstkowych drugiego rzedu funkcji f w punkcie (xg, yo) ana-
logicznie jak w przypadku funkcji jednej zmienne;j.

Definicja 2. (Pochodne czgstkowe drugiego rzedu)
of . of

Niech funkcja f ma pochodne czgstkowe == i == przynajmniej na otoczeniu punktu (xo,yo). Pochodne

or 0Oy

czgstkowe drugiego rzedu funkcji f w punkcie (xo,yo) okreslamy wzorami:
0? 0 . ,
833];(%’%) - <8x (éé)) (%0, v0) (mozna oznaczaé f (xo,%0)),

1



ay)) (20,90) (mozna oznaczaé f,, (o, o)),

0? o (0 . ,
axgy(l'o,yo) = ((% (ajyc>> (z0,0) (mozna oznaczac ;/a:(x()ayO))v
0? g (0 . ,
&;éfx(%’y()) = <6y (5;)) (20,90) (mozna oznaczac ;;/y(x[byO))'
0? 0? 0?
Pochodne czastkowe axj; 85 nazywa si¢ czystymi, a pochodne czastkowe 8xgy i By 8fx nazywa sie
Mieszanymi.
Przyktad 3
Obliczy¢ pochodne czastkowe II rzedu funkcji:
flx,y) =23 — 2% + 3xy? — zInxy.
Zacznijmy od pochodnych czastkowych czystych:
o0 f o (0f 8 1 1
— = 3 3yt —1 —1)=6z+0— — - -y=06xr——
0x? Oz \ Oz ($ oy nzy —1) T Ty 4 T
0? 1
Qy];:< ( )) <—4y+12xy3—:;>:—4+12x-3y2—x-(—y2):—4+36xy2+;2.
Obhczmy teraz pochodne czastkowe mieszane:
0 f x ;s 1
= —4y + 1222 — = | =0+ 123 — —,
0x0y Y Yy
0? 1
/ :< < )) — (32? + 3yt —Inzy — 1) =0+ 129° — -x:12y3——.
Oyox Y

Zwr6éémy uwage na pochodne czastkowe mieszane, ktore sa sobie r(’)wne.

Twierdzenie 1. (Schwarza o pochodnych mieszanych)
02f O°f
0xdy’ Oyox

Jezeli pochodne czgstkowe sq ciggle w punkcie (zo,vo), to sq sobie réwne, tj.

0? 0?
(%g ( 07210) Ay af ( 073/0)'

Uwaga 3. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla pochodnych mieszanych funkcji trzech zmiennych.
Podamy teraz twierdzenia o rézniczkowalnosci funkcji w punkcie.

Twierdzenie 2. (funkcja rézniczkowalna w punkcie)

(xo,Y0). Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie

Niech istniejg pochodne czgstkowe ——(xo,yo) oraz

o dy
(20, yo) wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek:

f(zo+h,yo + k) — f(x0,90) — gi(%,yo)h - Z;(IO; Yo)k

lim
(h,k)—(0,0) Vh? + k2

Uwaga 4. Istnienie pochodnych czastkowych w punkcie nie gwarantuje rozniczkowalnosci funkcji w tym
punkcie.

=0.

Twierdzenie 3. Jezeli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie, to jest ciggla w tym punkcie.

Uwaga 5. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Na przyktad funkcja f(x,y) = v/x? + y? jest ciagla

w punkcie (0,0), ale nie jest w tym punkcie rézniczkowalna, poniewaz pochodne 8—(07 0) oraz 6—(0, 0)
T Y

nie istniejq.



Twierdzenie 4. (warunek wystarczajgcy rézniczkowalnosci)
Jezeli funkcja f ma pochodne czqstkowe ——,—= ciggle w punkcie (xo,%0), to jest rézniczkowalna w tym

oxr’ Jy

punkcie.

Uwaga 6. Prawdziwe jest analogiczne twierdzenie dla funkcji trzech zmiennych.
Podamy teraz definicje rézniczki funkeji dwoch zmiennych.

Definicja 3. Niech funkcja f ma pochodne czgstkowe pierwszego rzedu w punkcie (xo,%yo). Rézniczkg
funkcji f w punkcie (xo,y0) nazywamy liniowq funkcje df (zo,yo) zmiennych Ax, Ay okreslong wzorem:

0 0
df (2o, yo)(Ax, Ay) = ai(ﬂ% Yo) Az + 5£($0790)Ay-

Uwaga 7. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla funkcji trzech zmiennych.
Rézniczke funkeji mozna wykorzysta¢ miedzy innymi do:

e obliczen przyblizonych:
of of
f(xo + Az, yo + Ay) = f(xo,y0) + %(5507 Yo)Ax + @(%ﬂo)Ay,

e szacowania btedow pomiarowych:

8fA

Az ~ | =L
§ ox

of
+ |2

gdzie z = f(x,y), Az, Ay oznaczaja bledy bezwzgledne pomiaru wielkosci z i y, a Az oznacza btad
bezwzgledny obliczen.

Przyktad 4

Obliczy¢ w przyblizeniu, jak zmieni sie objetosé¢ V stozka o wysokosci h = 30cm i promieniu podstawy
r = 10cm jezeli wysokos¢ zwickszymy o 3mm, a promien podstawy zmniejszymy o Imm.

Zacznijmy od uzgodnienia jednostek i wypisania danych:

ho = 30cm, ro=10cm, Ah=0,3cm, Ar = —0,lcm.

(Przyrost moze by¢ zaréwno dodatni, jak i ujemny).

Potrzebujemy jeszcze funkcji, ktéra wyraza objetosé stozka: V(r, h) = 1/3nr?h.

Nastepnie napiszmy odpowiedni wzoér na rézniczke :

ov ov
dV = E(T’o, ho)AT’ -+ %(To, ho)Ah

Obliczmy kolejno wszystkie potrzebne wyrazy do powyzszego wzoru:

ov ov 0

or (To, hg) o (10, 30) (1/37T7“2h)| 10,30) (2/37T7“h)| 10,30) — 2007TCH1
oV ov 0

or (To,h0> oh (].0 30) h(1/37TT2h)|(10730) = (1/37TT2)|(10730) = 100/37TCIH2.
Ostatecznie,

dV = 2007 -(—0,1)+100/37-0,3 = —10mem?. Oznacza to, ze objetod¢ stozka zmniejszy sie w przyblizeniu
o 31,4cm?3.



