Rozdzial XVI

CALKI FUNKCJI WYMIERNYCH

§ 16.1. UWAGI OGOLNE
Funkcjq wymiernq nazywamy iloraz dwoch wielomiandw. Catka funkcji wymierne;
jest wigc postaci

Wi(x) a,x"+a,_ X" '+...+a,x+a
(16.1.1) —— dx= — ——— dx.
W,(x) bux"+b,_ X" +...+b, x+b,

Mozna wykaza¢, ze catka funkcji wymiernej jest zawsze réwna pewnej kombinacji
liniowej (por. notk¢ na str. 149) nastgpujacych funkcji: funkcji wymiernej, logarytmu
funkcji liniowej, logarytmu funkcji kwadratowej (o wyrézniku ujemnym) oraz arcus-
tangensa funkcji liniowej. Przy obliczaniu catki (16.1.1) nalezy postgpowaé w nastepujacy
$posob:

1° Jezeli n>m, to licznik dzielimy przez mianownik i funkcj¢ podcatkowa przedsta-
wiamy jako sum¢ wielomianu oraz funkcji wymiernej, w ktdrej juz stopien licznika jest
mniejszy niZz stopiefi mianownika (n<m).

2° Jezeli n<m, to funkcje podcatkowa rozkladamy na tzw. ulamki proste, tj. na wy-
razenia postaci

A Bx+C
——— oraz —— ,
(ax+b) (cx*+dx+e)®

gdzie 4, B, C, a, b, c, d, e sa stale, przy czym d?—4ce <0 (wyrdznik tréjmianu cx?+dx +e
jest ujemny), a k i p sa liczbami naturalnymi.

Sposéb rozktadania funkcji wymiernej na utamki proste oraz obliczenia catek ulamkéw
prostych zostanie przedstawiony w podanych niZej zadaniach.

§ 16.2. METODY CALKOWANIA

ZADANIE 16.1 Obliczyé catke

dx
() Jax+b (@#0).
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Rozwiazanie. Zakladamy, Ze ax+b+#0. Wykonujemy podstawienie ax+b=r. Réz-

1
niczkujac otrzymujemy a dx=dt, skad dx=— dt. Podstawiamy te wartosci catki (1):

dx 1
_[ - L j_ = Injt|+C=—Infax-+b] +C.
ax+b

ZADANIE 16,2. Obliczy¢ catke f(ax+b)" dx, (a#0).
Rozwiazanie. Dla n=

—1 catka powyzsza zostata obliczona w zadaniu poprzednim.
Zalézmy wige, ze n# —1. Jezeli n jest liczba calkowita ujemna, to zakladamy ponadto,

ze ax+b+#0, a jezeli n nie jest liczba catkowita, to zakladamy, ze ax+b>0. Wykonujemy

1
podstawienie ax+b=t¢, skad adx=dt, czyli a'x=— dt. Obliczamy

n+] 3 bn+l
J‘(ax+b)"dx=f —dt-—— =2 PGy

a n+l T a (n+1)
ZADANIE 16.3. Obliczy¢ catke

cx+d
j‘ dx, a#0
ax+b

Rozwiazanie. Zakladamy, ze ax+b#0. Zgodnie z uwaga ogdlna, jaka zrobilismy
na poczatku tego rozdziatu, dzielimy licznik przez mianownik

b
d—2c
cex+d ¢ a
ax+b a ax+b
a wiec
cx+d b dx ¢ d—b
x x-—— dx+ d——C =2 x4l 5 Clnlax+b|+C.
ax+b ax+b a a
W dalszym ciagu zajmiemy si¢ catkami typu
mx+n
(16.2.1) —_— a#0).
ax*+bx+c (a+0)

Przede wszystkim sprawdzamy, czy licznik nie jest pochodna mianownika. Wéwczas
bowiem wynik otrzymujemy natychmiast postugujac sie wzorem

f(x)dx
16.2.2 =1 C.
(16.2.2) 709 n|f(x)]+

ZADANIE 16.4. PrzySpieszenie w danym ruchu prostoliniowym wyraza si¢ wzorem

1
a=4> +——.
t+1
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Wyznaczyé wzér okreslajacy predkosé v w zaleznosci od czasu ¢, jezeli wiadomo, Ze dla
t=0 jest v=v,; wyznaczyé rowniez wzor okreslajacy droge x, jezeli dla =0 jest x=x,.
Rozwigzanie. Mamy

1
v= J.adt= j(413+—>dt=t4+ln|t+ll+c;
t+1

podstawiajac #=0 otrzymujemy vo=C, a Wigc
v=t*+In|t+1|+v,.
Dalej,
x= [vdt= [(t*+In|t+1|+vo)dt=1>+(+1)In|t +1| -t 40t +C;.
Dla t=0 mamy x=x,=C,, a wigc

x=2 +(t+1)In|t+1|+t(vo—1) +Xo.

ZADANIE 16.5. Obliczy¢ catke
6x—1
I= | ———dx.
f 3x?—x+2

Rozwiazanie. Obliczamy wyréznik tréjmianu kwadratowego znajdujacego si¢
w mianowniku funkcji podcatkowej: 4=1-24<0. Z tego wniosek, 2¢ mianownik nie
staje si¢ zerem przy Zadnej wartosci x.

Zauwazmy ze (3x?—x+2)'=6x—1, tzn. Ze licznik jest pochodna mianownika. Otrzy-
mujemy I=In (3x2—x+2)+C.

! ZADANIE 16.6. Obliczyé catke

I *3 4
= —_—_— x.
x*—6x+5

Rozwiazanie. Obliczamy wyréznik tréjmianu znajdujacego si¢ w mianowniku:
4=36—20=42. Mianownik ma pierwiastki x, =1, x,=5. Zakladamy x#1 i x#5. Za-
uwazmy, ze (x2—6x+5)'=2x—6=2(x—3), tzn. ze pochodna mianownika jest propor-
cjonalna do licznika. Otrzymujemy

N

2x—-6 L 2
m dx=5 ln|x —6x+5|+C.

Jezeli licznik nie jest pochodng mianownika (ani nie jest do niej proporcjonalny),
to sposéb obliczania takich calek zalezy od znaku wyréznika 4=b%—4ac tréjmianu
kwadratowego wystepujacego w mianowniku funkcji podcatkowej. Rozpatrzymy przy-
padki: 4>0 (zad. 16.7-16.8), 4=0 (zad. 16.9 i 16.10) oraz 4<0 (zad. 16.11 - 16.14).

ZADANIE 16.7. Obliczy¢ catke

dx
2x%2+9x—5 ’
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Rozwigzanie. Obliczamy wyrdéznik tréjmianu znajdujacego si¢ w mianowniku:
A=81+40=121=112. Mianownik ma pierwiastki —5 i %, a wiec
2x249x—5=2(x—3)(x+5)=(2x—1)(x +5).

W dalszych rozwazaniach przyjmujemy ograniczenia: x# —5, x#%.
Rozkladamy funkcj¢ podcalkowa na sum¢ utamkéw prostych
1 _ A + B
2x249x—5 2x—1 x+5

Mnozac obie strony réwnania przez (2x—1) (x+5) otrzymujemy

1=A(x+5)+B(2x—1), skad 1=(4+2B)x+(5A—-B).
AL S0 BRw—
Mamy tutaj do czynienia z tozsamo$cia, czyli zwigzkiem, ktéry ma miejsce dla kazdego
x. Z tozsamosci powy2szej wynikaja nast¢pujace zaleznosci (przez przyréwnanie wspot-
czynnik6w przy réwnych potggach x po obu stronach tozsamosci):

A+2B=0, 5A-B=1, skad A=%, B=-{;.
Wracajac do funkcji podcatkowej otrzymujemy rozktad
1 _ &

2x249x—5 2x—1 x+45

Catkujemy obie strony tozsamosci i po prawej stronie wynosimy czynniki stale przed

catki
dx 2 dx 1 dx
2x249x—5 1) 2x—1 11 ] x45

Z 4+ In|2x—1| - In|x+5|+C=

+C.

11

2x—
=& In|2x—1|- % In|x+5|+C=7;In ~55

ZADANIE 16.8. Obliczy¢ catke

11x—1 i
3x2—5x-2 ’

Rozwiazanie. Post¢gpujemy podobnie, jak w poprzednim zadaniu; mamy 4 =25+24=
=49, skad x;=—1%, x,=2, a wigc

3x?=5x-2=3(x+H(x-2)=Bx+1)(x-2).
Zakladajac, ze x# —% i x#2, rogkladamy funkcj¢ podcatkowa na ulamki proste

11x-1 A B

1 = .
@) 3x2-5x-2 3x+1+x—2
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Mnozac obie strony przez wspélny mianownik otrzymujemy
(V)] 11x-1=A4A(x—-2)+B(3x+1).

W przykladzie tym zastosujemy inna metod¢ obliczania wspolczynnikéw. W miejsce x
podstawiamy kolejno pierwiastki mianownika funkcji podcatkowej (tozsamo$é bowiem
jest réwnoscia spetniong dla kazdego x). Przyjmujac x=2() otrzymujemy

22—-1=B-7, skad B=3.
Podobnie przyjmujac x= —} mamy

—‘T‘—1=A(—-§—2), skad A=2.
A wigc
11x-1 2 + 3
3x2=5x—2 3x+1 x—2

Obliczamy

ol axma [ s [ 2 et 43 Inx—2]4C
— A= —_—=—1N|3X njx— .
3x*—5x-2 3x+1 x—=2 3

ZADANIE 16.9. Obliczy¢ calke
dx
f 9x*—12x+4
Rozwiazanie. Mamy 4=144—144=0, a wigc mianownik jest kwadratem zupelnym

9x? —12x+4=(3x—2)2.
Zaktadamy, 7e x#3, i obliczamy

dx _ dx (3x=2)"2d _(3x—2)"1+C
O —12x+4 ) Gx=2p | ¥ T3

(por. zadanie 16.2). Ostatecznie wiec

dx -1 LC
Ix?—12x+4 3(3x—2)
ZADANIE 16.10. Obliczyé catke
9x—5
o7 e
9x°—6x+1

Rozwigzanie. Mamy 4=36-36=0. Mianownik jest pelnym kwadratem
9x? —6x+1=(3x—1)*.

() Przy mnozeniu tozsamosci (1) przez wspoOlny mianownik musimy wprawdzie wykluczyé wartosci
x=2,x= —1, dla ktérych mianownik réwna si¢ zeru, ale mimo to tozsamosc (2) jest spetniona i dla tych
wartosci: po obu stronach tozsamosci (2) znajduja si¢ bowiem wielomiany, a wiec funkcje ciagle dla
vkaidego x: z ciagtosci w punktach x=2, x= —1 i réwnosci wielomianéw dla pozostatych x wynika row-
no$¢ wielomianéw i dla tych dwéch wartosci x.
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Zakladamy, Ze x#4. Rozkladamy funkcje podcatkowa na ulamki proste w nastgpujacy
sposob:
-5 _ A + B
9x*—6x+1 (3x—1)? 3x—1

Mnozac obie strony réwnosci przez wspdlny mianownik otrzymujemy
9x—-5=A+B(3x—1)=3Bx+(A—B).
Rozwiazujemy ukiad réwnan
3B=9, A—B=-5, skad B=3, A=-2.

Otrzymujemy tozsamo$c
Ix-5 =2 N 3
9x2—6x+1 (3x—1)> 3x—1

9x—5
9x2—6x+1 dx= (3x 1)2 Ix—1
1
=2 —— |+3- —l 3x—-1{+C.
(3(3x—1)) =1+

Catkujemy

Ostatecznie wigc

ZADANIE 16.11. Obliczy¢ catke

dx
— b>0).
J‘Jx2+b ( )
Rozwiazanie. Wykonujemy podstawienie
(1 x=/b-t, skad dx=./bdt.

Na podstawie wzoru na zamiang¢ zmiennych otrzymujemy

dx bdt b dt 1
= = ‘/2 £ _arctgt+C
x*+b ] bt’+b £+1 b

Ostatecznie po podstawieniu na ¢ odpowiedniej wartosci ze wzoru (1) otrzymujemy

W szczegélnosci np. mamy

dx 1 dx 1 1 2
J‘_2_=_J‘__=_-_‘. _+C_—\/—_arctg \/— x+C.

arctg
2+9 2 [ xX*+3 2 f2 J2
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ZADANIE 16.12. Obliczy¢ catke

dx

Rozwiazanie. W calce tej postaci wykonujemy podstawienie
x—k=/b-t, skad dx=./bdt.

Podstawiajac powyzsze wartosci do catki mamy (por. zad. 16.11):

Jbdt

f(x—k)2+b= bt> +b

1
= arctgt+C.
~Jb

-k
Ale 1= Ostatecznie wigc

Jb

-k
arctg —+C  (b>0).

f(x kKZ2+b ﬁ; Jb

Do calki omdéwionej w powyzszym zadaniu mozemy sprowadzié kazda catke typu

d
(16.2.3) f—_z——x— (a0 i b?—4ac<0),
ax“+bx+c

a to na podstawie postaci kanonicznej tréjmianu (por. str. 190):

ax*+bx+c +b 2+—A
=a X — —
2a 442

Mianownik funkcji podcatkowej piszemy w postaci kanonicznej, a nastgpnie czynnik 1/a
wynosimy przed catkg.

ZADANIE 16.13. Obliczy¢ catke

dx
2x* —12x 427

Rozwiazanie. Obliczamy wyréznik mianownika 4=144—216= —72. Sprowadzamy
mianownik do postaci kanonicznej

2%~ 12x +27=2(x —35) + 75 =2(x—3)* +9.
A wigc

dx _
2x*—12x+27 2 | (x=3)24%°
Wykonujemy podstawienie (patrz zadanie 16.12):

x-3=v3-t, skad dx=v2dt.
Postepujac jak w zadaniu 16.12 otrzymujemy

dx 1 . J2 »)ic
T TRE N R ) R
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ZADANIE 16.14. Obliczy¢ calke

x+1
I= =2 dx
2x°+6x+5
Rozwiazanie. Wyrdéznik mianownika 4=36—-40=—4<0. Obliczamy pochodng
mianownika

(2x* +6x+5) =4x+6.
Dzielgc licznik przez pochodna mianownika otrzymujemy

x+1=;(4x+6)—3,

1 L(4x+6)—1

a wiec

2x* +6x+5 2x* +6x+5

Calke rozbijemy na sume dwdch calek i wynosimy czynniki stale przed calke

1 4x+6 1 dx
I=— | s———dx—= | ;37—
4 ] 2x"+6x+5 2 J 2x*+6x+5
Obliczamy kolejno obie catki. W pierwszej z nich licznik jest pochodna mianownika,

czyli jest to catka typu (16.2.2). W danym przypadku mianownik jest stale dodatni, wigc

J‘ (4x+6)dx

—§Z—+——6+5=ln(2x2+6x+5)+c.
X X

Druga catka jest typu rozwiazanego w zadaniu 16.12. Obliczymy ja analogicznie
dx 1 dx _ 1 dx
2x2+6x+5 2 ) X +3x+% 2 ) (x+3)F 41
Wykonujemy podstawienie

x+§=\/:l‘t, skad dx=3dt.

Podstawiajac otrzymujemy

dx 1 +dt dt .
— I — = =arc =
2x*+6x+5 2 J1iP+4 2 +1 &

=arctg2(x +3) +C=arctg(2x +3)+C.

Wracajac do danej catki mamy ostatecznie

X+ =1In(2x* +6x+5)—L arctg(2x+3)+C
2x2+6x+5 ¢ 28108 '

W ten sposéb zakonczylismy badanie calek typu (16.2.1), rozpatrujac wszystkie mozliwe

przypadki w zaleznosci od znaku wyrdznika mianownika. Przechodzimy teraz do obli-

czania calek funkcji wymiernyeh, ktérych mianowniki sg wielomianami wyZszego stopnia
niz drugi.
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ZADANIE 16.15. Obliczy¢ calke
x> —5x%+8x
X
(x=2x+1)(x*-1)

Rozwiazanie. Stopien licznika jest niZszy niz stopien mianownika. Mianownik
funkeji podcatkowej mozemy przedstawi¢ w postaci

(P =2x +1)(x2 =) =(x—D*(x - (x+1)=(x—1)*(x+1).
Zakladamy, Ze x#1 i x# —1. Na podstawie wlasnoéci funkcji wymiernych, znanych
z algebry, mozemy funkch podcatkowa roztozy¢ na sume nast¢pujacych utamkow prostych:

—5x*+8x A B C . D
(x D (x+1) (x— e T ro T

Mnozac obie strony réwnoéci przez wspdélny mianownik otrzymujemy
(1) 3x°—5x* +8x= A(x+l)+B(x+1)(x D+CE+D(x—1)2+D(x—1)*.

W miejsce x podstawiamy plerW1astk1 mianownika; gdy x=1, mamy 3—-5+8=4-2,
skad A=3, a gdy x=—1, mamy —3-5-8=D:(-8), skad D=2.

Aby obliczyé pozostate wspdlczynniki B i C, musimy jeszcze znalezé dwa réwnania.
Mozemy wigc np. poréwnaé wspdlczynniki przy x* po obu stronach tozsamosci (1):

3=C+D,
skad podstawiajac D=2 otrzymujemy C=1; mozemy tez poréwna¢ wyrazy wolne
0=A-B+C-D, skad B=2.
Mozemy wigc przedstawi¢ funkcj¢ podcatkowa w postaci

3x® —5x% +8\ 3 2 1 N 2
(x— D+ (- 1)3 (x—1)? AT R

Calkujemy obie strony, wynosimy stale czynniki przed catki i wprowadzamy potegi o wy-
kladnikach ujemnych

_3 2 dx dx
I=3| (x-Ddx+2 | (x—1D)"dx+ | —+2
x—1 x+1
Stosujemy wzory otrzymane w zadaniu 16.12; mamy
—1)7? -n-?
138 2) 2 1) Hin[x—1] +2In|x+1]+C,

skad ostatecznie
x> —5x% +8x -3
x= -
(x> =2x+1)(x*~1) 2(x—1)°

——1+ln|x—-1| +2In|x+1}+C.
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ZADANIE 16.16. Obliczy¢ calke

X.

5 4 3 2
x> +x"+3x°+x°-2
1=j : d
x*—1

Rozwiazanie. Zakladamy, ze x#1 i x# —1. Jak widzimy, licznik funkcji podcal-
kowej jest wyzszego stopnia niz mianownik, wobec czego dzielimy licznik przez mianownik.
Dziclenie daje iloraz x+1 oraz reszte 3x>+x2+x—1, a wigc

X +x 430 +x* -2 +1+3x3+x2+x—1
=X —_— .
x*—1 x*—-1
Wobec tego
3 +x?+x-1
¢)) I=j\xdx+j\dx+ J‘—x—-’_f—lx———dx
x —

Pierwsza i druga catke obliczamy od razu:
[xdx=}x*, f[dx=x.
W trzeciej calce rozkladamy mianownik na czynniki
1= D)+ D=(x-D O+ (P +1) .
Funkcje podcatkowa rozkladamy na sume¢ utamkoéw prostych

3 +x’+x—1_ A LB Cx+D
x*—1 Tx—1 x41 41

Uwaga. Jezeli w mianowniku ulamka prostego znajduje si¢ wyraZenie stopnia pierw-
szego lub jego potega, to w liczniku piszemy stala; jezeli w mianowniku jest wyrazenie
nieprzywiedlne stopnia drugiego lub jego potega, to w liczniku piszemy dwumian stopnia
pierwszego.

Mnozymy obie strony tozsamoscn przeﬁ wspolny mianownik

¢J‘».¢; B

X +x+x—1= A(x+1)(x +1)+Bx—DE+D+(Cx+D)(x—1)(x+1) .

W miejsce x podstaw1amy kOlC_]IlO pierwiastki mianownika; dla x=1 mamy 3+1+1—~1=
=4-2-2, skad A=1, a dla x=—-1 mamy —3+1—-1—-1=B-(—2)-2, skad B=1.
Chcac znalezé pozostale wspdlczynniki C i D przyréwnujemy wspdlczynniki przy x°
oraz wyrazy wolne. Wspdlczynniki przy x* daja
3=A+B+C, skad C=1;
wyrazy wolne daja
—1=A-B-D, skad D=1.
A wiec
33+ xt x— 1 1 1 + x+1
x*-1 Tx—1 ,\ 1 X%+1
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Calkujemy
) 3x3+x2+x—1d dx N dx N x+1 J
e T dx= | — - — dx.
@ x*—1 x—1 x+1 x2+1

Obliczamy poszczegolne catki. Mamy

J——lnlx 1, lf———]nlx+l|
Trzecig catke rozkladamy na sume dwoch calek
x+1 xdx dx
® fx2+1 * J"x2+1 _[x2+1

Pierwsza z calek po prawej stronie zostala obliczona w zadaniu 15.21:

xdx | 2
m:gln(x +1).

Druga catke w rownodci (3) otrzymujemy bezposrednio ze wzoru (15.2.10):
dx
ek arctgx .
x

Wracajac do rownosci (3) mamy

x+1 .
dx=5 Ln(x? +1) +arctgx .
x? +

Na podstawie réwnosci (2) otrzymujemy

3 +x? 4 x—1

f——xz:— dx=In|x—1|+In|x+1]|+3In(x* + 1) +arctg.x.
Ostatecznie, na podstawie réwnosci (1), mamy

X +x*+3x°3—x2-2
x*—1

dx=3x*+x+In|x*—1|+3In(x* +1) +arctgx +C .

ZADANIE 16.17. Obliczy¢ catke

4x> +x*—4x—4 J
—————————————— x .
x*—5x*+4
Rozwigzanie. W mianowniku mamy tréjmian dwukwadratowy. Traktujac x* jako
nowa zmienna u obliczamy wyréinik 4=25—-16=9>0 i pierwiastki +1 i +4; rozkla-
damy tréjmian na czynniki na podstawie wzoru iloczynowego tréjmianu:

x* =5k +4=(x - D(x* =) =(x— D) (x+1) (x—=2)(x +2) .
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Zaktadamy, Zze x#1, x# —1, x#2, x# —2. Rozkladamy funkcje podcalkowa na sume
wlamkow prostych '

ax®+x*—4x—4 A B C D
1) =

= + + + .
x*—5x2+4 x—1 x+1 x-2 x+42

Mnozac obie strony tozsamosci przez wspdlny mianownik otrzymujemy
A} 4xr—4x—4=A(x+1)(x—=2)(x+2)+
+B(x—1)(x-2)(x+2)+C{(x—D(x+1)(x+2)+D(x—1)(x+1)(x=2).

W miejsce x podstawiamy kolejno pierwiastki mianownika. Gdy x=1, mamy 4+ 1—4—4=
=A(01+1)(1-2)(1+2), skad —3=—64, czylid=};gdy x=—1,mamy —4+1+4+4—4=
=B(—-2)(—3)-1, skad B= —4; gdy x=2, mamy 4-8+4—8—-4=C-3-4, skad C=2; gdy
x=—2, mamy 4-(—8)+4+8—-4=D(-3)(—1) (—4), skad D=2. Réwno$¢ (1) przyjmuje
wigc postac
4x*+x*—4x—-4 % < 2 2
T <2 = - + + :
x*—5x"+4 x—1 x+1 x-2 x+42

Calkujemy
J’ x> +x*—4x—4

5 d dx=%iln|x—1|—iIn|x+1[+2mn|x-2[+2In|x+2|+C,
Iub krécej:
j4x3+x2—4x—4

dx=t1n [N 4 amm |4l +c.
x*—5x%+4 2+t

ZADANIE 16.18. Obliczy¢ catke .
I— j‘x4+2x3+5x2+4x+2

dx.
x*+3x% 42

Rozwiazanie. Stopieri licznika réwna si¢ stopniowi mianownika, a wiec dzielimy
licznik przez mianownik. Po podzieleniu otrzymujemy

x* +2x3 4 5x2 +4x+2_ 2x% +2x% +4x

=1+ .
x*+3x2 42 x*+3x%+2
A wiec
2x3 +2x% +4x
1 I= + |l ———
) * jx4+3x2+2

W ostatniej calce mianownik jest tréjmianem dwukwadratowym. PoniewaZ wyrdZnik
4=9—8=1>0, postgpujemy jak w poprzednim zadaniu i otrzymujemy

x* 437 2=+ 1) (x* +2).
Opierajac si¢ na tym przeksztalceniu rozktadamy funkcje podcatkowa na ulamki proste

2x3+2x2+4x Ax+B Cx+D
3 ) == t— ’
xT43x*+2 x“+1 x*+2
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skad
2x* +2x* +4x=(Ax+B)(x* +2) +(Cx+ D) (x2 +1) .

Przyréwnujac wspolczynniki po obu stronach tozsamosci musielibySmy rozwiazaé uklad
czterech rownan z czteroma niewiadomymi. Zamiast tego podstawimy w miejsce x urojone
pierwiastki mianownika. Gdy x =i, mamy —2i—2+4i=(Ai+B)-1, skad 4=2, B=-2
(albowiem dwie liczby zespolone s3 réwne, jezeli ich czgsci rzeczywiste sa réwne i czesci
uwrojone sa réwne); gdy x=i./2, mamy —4./2i—4+4 /2i=(C/2i+D)(~1), skad
C=0, D=4. A wigc
2x°+2x*+4x 2x-2 4
2 el i
Calkujemy

253 +2x2 +4x d 2x Ay dx 4 dx
——e X= X —
x*+3x242 xr+1 x2+1 x2 42

Obliczamy kolejno calki:

2x dx=In( 2+1) dx . dx 1 . X
— =In , =arc y — = —= 4qIC ——
AT 1 e T N 5

(por. zad. 16.11). Na podstawie réwnosci (1) otrzymujemy ostatecznie

X 42x +5x2 +4x+2
x*+3x2 42

_ x
dx=x+In(x*+1)—2arctgx+2./2 arctg —=+C .

NG

ZADANIE 16.19. Obliczyé catke

J‘ x*—2x-17 dx
(P =2x+1)(x*+2x+5)
Rozwigzanie. Widzimy, ze x> —2x+1=(x~1)?, natomiast tréjmian x>+2x+5 ma
wyroznik 4=4-20<0, a wiec nie da si¢ roztozyé na czynniki. Otrzymujemy.
(P —2x+ D) (2 +2x +5)=(x—1)> (x* +2x+5) .
Zakladamy, ze x#1. Rozkladamy funkcj¢ podcalkowa na utamki proste
x?—2x—17 A B Cx+D
(x*=2x+1)(x? +2x+5)E(x— 1)? +x—1 +x2 +2x+5

Mnozenie obu stron réwnosci przez wspdlny mianownik daje

¥ =2x—T=A(X*+2x+5)+B(x—1)(x*+2x+5) +(Cx + D) (x— 1)
Przyjmujac x=1 znajdujemy 4= —1. Wstawiajac obliczona wartoéé 4 otrzymujemy

x?—2x—T=—x"—2x—5+B(x— 1) (x* +2x+5) +(Cx + D) (x—1)?,

czyli
26— (x+1)=B(x—-1)(x*+2x+5) +(Cx+D)(x—1)*.

Dzielimy obie strony tozsamo$ci przez x—1 i otrzymujemy

(1) 2(x+1)=B(x* +2x+5)+(Cx+D)(x—1) .
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Przyjmujemy znowu x=1 i otrzymujemy B=%. Przyréwnujemy teraz w toZsamosci (1)
wspélczynniki przy x? i otrzymujemy 0=B+C, skad C= —4. Nastepnie przyréwnujemy
wyrazy wolne, mamy 2=5B—D, skad D=4. Mamy wiec
xt-2x-17 -1 N 3 . ~ix+3
(P =2x+1)(x*+2x+5) (x—1)* x—1 x*+2x+5

Calkujemy
2_2x-17 d d ~-1)d
& e dx=— A (y-Dax |
(x*=2x+1)(x*+2x+5) (x-1) x—1 x“+2x+5
Obliczamy calki:
d -1 d
_i__z.=_ , i:lnlx—ll .
(x—1)° x-1 x—1

Zostaje obliczenie catki
x-1
3 - —d
@ _[ x2+2x+5 *

Jak juz obliczyliémy, wyréznik mianownika jest ujemny. Dzielimy wigc licznik przez
pochodna mianownika i otrzymujemy x—1=4(2x+2)—2. A wigc

x—1 1 2x+2 dx
'_2—_—'dx='_ 2 A< dx—2 2 .7- .2
x“+2x+5 2 ) x*+2x+5 x“+2x+5

2x+2
————— dx=In(x*+2x+5) .
fx2+2x+5 x=In(x"+2x+3)

Pierwsza catka

W drugiej calce przeksztalcamy mianownik

dx _ dx
x*42x+5 | (x+1)*+4

i wykonujemy podstawienie x+1 =JZt, czyli x+1=2t, skad dx=2dt. A wigc

dx 2dt dt . 1
x2+2x+5= 4t2+4=2 t2+1=§arctgt=5arctg—2-(x+1) .

Wracajac do calki (3) mamy

x—1 1 2 1
Tionas dx=ZIn(x"+2x+5)—arctgz(x+1) .

Ostatecznie na podstawie réwnoéci (2) otrzymujemy

x*—-2x—17 1 L . 2 . .
T nIDE i) dx=x_1+51n|x—1|—zln(x +2x+5)+iarctgi (x+1)+C.
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ZADANIE 16.20. Obliczyé catke

2x3~x?+4x -3
o &
x*+2x*+9

Rozwiazanie. Mianownik jest tréjmianem dwukwadratowym o wyrézniku ujemnym,
nie mozemy go wigc roztozyé metoda podana w zadaniach 16.17 i 16.18. Mozemy na-
tomiast rozlozy¢ go wtedy na czynniki stopnia drugiego w nastgpujacy sposéb:

X422 +9=(x? +3)* —dx?=(x? +3 +2x) (x® +3-2x) =(x? 4+ 2x +3) (x> —2x +3) .
Rozkladamy funkcje podcatkowa na ulamki proste

2x°—x+4x-3_ Ax+B  Cx+D
x*+2x*+9 X2 +2x+3 X2 —2x+3

Mnozac obie strony réwnosci przez wspélny mianownik otrzymujemy

2~ x?+4x-3=
=(Ax+B)(x*~2x+3) +(Cx+ D) (x* +2x +3)=

=(A+C)x*+(-24+B +2C+D)x*+(34 —2B+3C+2D)x+(3B+3D).
Stad otrzymujemy uklad réwnan

A+C=2, —244+B+42C+D=-—1 s 3A-2B+3C+2D=4, 3B+3D=-3.
Rozwiazanie tego ukladu daje 4=1, B=0, C=1, D=~1. A wiec
2x3—x2+4x—3_ x + x—1
x*4+2x*+9 T x242x4+3  x2—2%x+3
Catkujemy
2x* —x* +4x-3 xdx x-1
(1) —_— T dx= dx .
f iy fx2+2x+3+fxz—2x+3 *

W pierwszej calce dzielimy licznik przez pochodna 2x+ 2 mianownika i otrzymujemy
x=3(2x42)—1. A wiec

[ xdx 1 2x+2 p dx
== | ———dx~ | ——— .
J X +2x+37 2 J x¥4+2x+3 X +2x43

‘Postepujac dalej jak w zadaniu 16.14 otrzymujemy

@

m

d 1 1 +1
3 xax —‘ln(x2+2x+3)—\75 arc tg%-

J X +2x+3 2

Obliczamy teraz drugg catke w réwnosci (1)

x-—1 2x-—-2
(4) dex= J.x“ dx=§]n(x2——2x+3).

[N

x> -2x+3
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Podstawiajac wartosci (3) i (4) do (1) mamy ostatecznie

J’ 2x3—x*+4x-3

dx=XIn(x*+2x+3) ! arct x+1+‘ln(x2 2x+3)+C=
PPN S R =

L 1 x+1
Eln(x +2x249)—— arctg — +C.

J2 J2

n liczba naturalna) .

Rozwiazanie Bedziemy szukali tzw. wzoru redukcyjnego (lub rekurencyjnego), na
podstawie ktérego wyrazimy dana calke przez calke o niZszej potedze w mianowniku.
W tym celu robimy nastgpujace przeksztalcenie:

dx _[x+1-x dre
G2+ ) OGP+ x_j(x2+1)"_l—J(x2+1)”.

Jezeli wige oznaczymy krétko I,= I e to otrzymamy wzor

>’

0 1"=1,,_1_f_’§i.
(x“+1)

Weimy pod uwage druga calke

x%dx ’ xdx
—— X ————
x*+1)" (2 +1)"

i zastosujmy wzor na calkowanie przez czesci; mamy

xdx _ -1
G241 2(n—-1)(x2+1)"?

skad du=dx, v=f

(por. zad. 15.8). Mamy wiec

_ —x dx _
j(x2+1)"—(2n——2)(x2+1)"_1+ @n=2)(x*+1"" 1

_ -1 X + 1 I
T 2n—=2 (F*+1)"T 2p-2 "V

Podstawiajac ten wynik do réwnosci (1) otrzymujemy

x 1

IL=I,_ . - I_,.
o 1+2n—2 @+t -2t
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Ostatecznie otrzymujemy wzor rekurencyjny

(1624) I=—o * 23, dzie I dx
2. _— - + wers  gdde L= | .
"2 (+1y- i m—z "t B *+1)

ZADANIE 10.22. Obliczyé calke
dx
f(x2+1)4'
Rozwiazanie. Zastosujemy metode podana w poprzednim zadaniu. Szukana catke

oznaczamy przez I,. Wedlug wzoru (16.2.4) wyprowadzonego w poprzednim zadaniu
mamy

I, =é m +% I
i dalej na podstawie tego samego wzoru obliczamy kolejno:

x
x*+1

I3=%'(.x2—':1—)‘2'+%12, Iz=%' +%Il'

Mamy oczywiscie

I dx '
= =arctgx.
! x2+1 &

Cofajac si¢ otrzymujemy kolejno:

[ 1 x +1 ¢

= — arctg x,

277 Ty 2 MR

1 1 x +3 1 x +3 1 ;
Lo x 31 x 3L ex

AT 4 2 Prl 4 2 MR

Il x+51 x+531 x+5-3~1t+c
= e L. ... arc .

‘S H) 6 4 (P16 4 2 X4l 648

Ostatecznie otrzymujemy

dx _ 1 . X + 5 . X + 5 x N 5 . c
P+ 6 (FP+1)° 24 (P12 16 2 +1 1—6arch+ .
ZADANIE 16.23. Obliczy¢ catke
dx
(x*—4x+13)%°

Rozwiazanie. Stwierdzamy, Ze wyréZznik mianownika jest ujemny: 4=16—52<0.
Sprowadzamy mianownik funkcji podcatkowej do postaci kanonicznej

dx
_f (x=2)*+9)*
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Wykonujemy podstawienie x—2=J§t, skad dx=3d:r. Podstawiajac mamy

dx 3t 3 e _1,
(P -4x+13* | (92492 92 ) (1) 27 %

Opierajac si¢ na zadaniu 16.22 piszemy

x—=2
L=t +i arctg t=1 3 4larct X=2 5. *2 +3 arct x—2
=3 E B 1=y VM T T g e

Ostatecznie wigc mamy

j(x 2 ax+13)°

ZADANIE 16.24. Obliczy¢ catke
dx
x(x2+2)%°
Rozwigzanie. Zakladamy, Zze x30. Rozszerzamy funkcje podcatkowa mnozac

licznix i mianownik przez x:
xdx
x*(x*+2)°

i wykonujemy podstawienie x2=1; wtedy >0, a rézniczkowanie daje x dx=14dt. Otrzy-

mujemy wiec
dx . dt
x(x2+2)° 2 ) 1(t+2)*"

Funkcje podcatkows rozkladamy na sume ulamkéw prostych

1 A B + C D
t(t+2)3 (t+2)-" (t+2)2 t+2°

)

skad otrzymujemy
1=A(t+2)>+Bt +Ct(t +2)+ Dt(t +2)* .

W miejsce ¢ podstawiamy kolejno pierwiastki mianownika; gdy 1=0, to A=} a gdy
t=-2, to B=—% Mamy wiec

1=3(+612 +1204+8)—1 14+ Ct(1+2) + Dt (¢ +2)° .
Po przeniesieniv wyrazéw o wspélczynnikach liczbowych na lewg strong otrzy mujemy
—§83-3—t=Ct(t+2)+ Dt (1 +2)° .
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Widzimy, ze prawa strona tozsamosci dzieli si¢ przez t(t+2), a wiec lewa strona musi
dzielié sie przez to samo wyrazenie; po podzieleniu obu stron mamy
~1t-1=C+D(t+2), czyli ~1t—3=Dt+(C+2D),
skad poréwnujac wspéiczynniki otrzymujemy D= —l C=-}%.

Tozsamo$¢ (1) przyjmie teraz nastgpujaca postac

1 1 b 1 L
=8___2 ¢ __ 8 |
t(t+2° t (@+2)° (+2)° t+2
Calkujac otrzymujemy
_1 dt 1 a [ dt
t(t+2) 8 (t+2)3 T e+2)? ¥ ) t+2
=llnt , ~1 Lin(t+2)=
—s 2 2(t+2)2 -3’ t+2 -8 -

“in— ! + !
TBU 42 4(t+2)? 4(t+2)

Wracajac do pierwotnej calki i podstawiajac z=x? otrzymujemy

 _ _ifim al + L + ! +C=
x(x*+2)° 2 X2 AP +2)? 4(x*+2))
x* 1 1

=11 + +
i T L s T8GR +2)

ZADANIE 16.25. Obliczyé catke
x5 —6x° +10x* —17x3 +8x* —5x +1
Z_x)

(x*4+2x* +1)(x*—3x* +3x
Rozwiazanie. Zauwazmy, ze mianownik funkcji podcatkowej mozemy przedstawié
w postaci x(x—1)* (x>+1)2. Zakladamy, ze x#0, x#1, i przedstawiamy funkcje pod-
catkowa w postaci sumy ulamkéw prostych
x5 —6x° +10x* —17x° +8x> —5x+1 _
(*+22 41 (x* 33 +3x%—x)
_ A B C D + Ex+F Gx+H
T x (x 1)3 (x— 1)2 x—1 (2+1)°% x*+1°

Sprowadzajac do wspdlnego mianownika mamy
x®—6x° +10x* —17x% +8x* —5x+1=
=A(x—1)*(x*+1)* +Bx(x2 +1)> +Cx(x— 1) (x* +1)* +
+Dx(x— 12 (x> +1)? +x(Ex+F)(x—1)* +x(Gx+H) (x—1)* (x> +1) .
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Przyjmujac x=0 otrzymujemy A= —1, a przyjmujac x=1 otrzymujemy B= —2. Pod-
stawiajac obliczone wartosci otrzymujemy

x%—6x° +10x*—17x% +8x* —5x +1=

=—(x*=3x"+3x -1 (x* +2x2 + 1) —2x(x* +2x2 + 1) + Cx (x = D) (x* +1)* +
+Dx(x—1)2(x* +1)* 4+ x(Ex+F)(x— 1) + x(Gx + H) (x— 1)* (x> +1),

skad po redukcji

xT—2x% +x° +3x*—6x* +3x* =

=Cx(x—1D(x*+1)* +Dx(x—1)* (x> +1)* +
+x(Ex+F)(x—1)*+x(Gx+H)(x—1)3(x*+1).

Zauwazmy, ze prawa strona tozsamofci dzieli si¢ przez x(x—1), a wigc i lewa strona
musi dzieli¢ si¢ przez to wyrazenie; po wykonaniu dzielenia obu stron otrzymujemy

X0 = x4 3x% - 3x=
=C(x*+ 1)+ D(x— 1)(x* + 1)* + (Ex+ F)(x— 1)* + (Gx + H)(x = 1)2(x*+ 1).
Przyjmujac x=1 otrzymujemy C=0. Tozsamos$é przyjmuje teraz postaé
x5 —=x* 4332 =3x=D(x— 1) (2 +1)* +(Ex+F)(x — 1)* +(Gx + H)(x = 1) (x* +1).
Dzielimy obie strony toZzsamosci przez x—1:
x*+3x=D(x®+ 1)’ +(Ex+F) (x—1) +(Gx+ H) (x— 1) (x> +1). *

Przyjmujac x=1 otrzymujemy D =1. Podstawiajac t¢ warto$¢ do tozsamosci otrzymujemy
po redukgcji

—2x* +3x—1=(Ex+F)(x—1) +(Gx + H) (x — 1) (x* +1).
Dzielimy obie strony tozsamosci znowu przez x—1: ‘
—2x+1=Ex+F +(Gx+H) (x> +1)=Ex+F +Gx*+Gx+Hx*+H,
skad G=0, H=0, E=-2, F=1.

Mamy wigc
x®—6x+10x*—17x> +8x*—5x+1_ 1 2 1 —2x+l
G2+ D) (e =3x3+3x%—x) x (x—=1)3 x—1 (x*+1)?°

Calkujac obie strony tozsamos$ci otrzymujemy

dx —-2x+1
I=— 2> dx=
fx (x 1)3 f S

= ln|x|+ 1 +In |x~1| 2x dx + x
B —1)? x2+1)% ) 2+1)?




