1 Wektory - iloczyn skalarny, wektorowy, mieszany - ¢wi-
czenia

Przyktad 1
Oblicz kat miedzy wektorami @ = [3,~1,2]i b = [1,2,3].
7 definicji iloczynu skalarnego (Definicja 1) wiemy, ze @ o b = ]7||€)| cos a.. Stad otrzymujemy
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Liczymy iloczyn skalarny (wtasnosé 5) oraz dtugosci wektoréw a’ i b
Tob=[3-120[1,23=3-2+6=7 [@|=32+(-1)?+22= V14,
ﬁ

| b| =12+ 22+ 3% = /14 i wstawiamy do wzoru:
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cos Odpowiedz: o = 3

Przyktad 2
— —_—
Na ptaszczyznie XOZ wyznacz punkt P, tak aby wektor AP byt prostopadty do wektora AB i mial
dhugosc 3, gdzie A = (-1,1,0), B = (—1,—1,-1).
Oznaczmy wspolrzedne punktu P = (z,y, z). Punkt P lezy na plaszezyznie XOZ, a wiec y = 0.
— — —_— —
Ponadto, z wtasnosci iloczynu skalarnego (wtasnos$é 4) wiemy, ze AP 1 AB < AP o AB = 0.
Otrzymujemy uktad warunkow:
—_— —
APoAB =0
—
|AP| =3
— — —
Ale mamy: AP = [z +1,-1,2], AB=1[0,-2,-1], [AP|=/(z+1)2+ (-1)2+2%i

- - . , . . ,
AP o AB =2 — z, wiec uktad warunkéw przyjmuje postac:

2—2=0
(x+1)2+(-1)*+22=9
Po wstawieniu z = 2 do drugiego rownania otrzymujemy x = 1 lub x = —3. Odpowiedz: sa dwa takie

punkty: P = (1,0,2) lub P = (-3,0,2).

Przyktad 3
Oblicz pole trojkata o wierzchotkach A = (1,2,3), B = (0,—1,2), C = (0,4,0).
Z uwagi po Definicji 3 wynika, ze pole rownolegtoboku zbudowanego na wektorach AB i A—C>'

jest rowne dtugosci wektora ADB x A—C), zatem pole trojkata ABC' jest réwne polowie pola tego



— — — — — —
xAC=|_-1 -3 —1| =97 —2k+ j -3k —3j +21i =][11,-2,-5].

Przyktlad 4
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Oblicz pole réwnolegtoboku zbudowanego na wektorach ¢ =3¢ +27 + ki b =1 — j +2k.
—_ = = — — —
Wektory i, j, k to wersory osi uktadu wspéhrzednych, tzn. ¢ = [1,0,0], j =[0,1,0], & =

0,0,1], awiec @ =37 +27 + k =1[3,21, b =i — j +2& =[1,-1,2] oraz
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-7 = LT oL e
axb=3 2 1|=4i -3k+j—-2k+ i —-6j5 =I[5-5-5].
1 -1 2

— —
Pole réwnolegloboku zbudowanego na wektorach @ i b jest réwne dtugosci wektora @ x b, czyli

P = /524 (=5)2 + (=5)2 = 53,

Przyktad 5
Oblicz objetosé czworoscianu o wierzchotkach P = (1,1,1), @ = (1,2,3), R = (—1,1,0), S = (0,0, 1).
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Z uwagi po Definicji 3 wynika, ze objeto$é¢ czworo$cianu rozpietego na wektorach PS, PR i P()

jest réwna jednej szostej wartosci bezwzglednej z iloczynu mieszanego tych wektoréw, tzn.

—_— = — — — —
V =¢ [(PS, PR, PQ)|. Mamy: PS =[—1,-1,0] , PR = [-2,0,—1], PQ = [0,1,2] oraz

-1 -1 0
— — —

(PS,PR,PQ)=| -2 0 —-1|=—-4—1=-5.
0o 1 2

Azatem V =¢ [ -5 =2

Zadania do samodzielnego rozwigzania:
1. Oblicz iloczyn skalarny @ o b, jesli @ = [~1,2,-3], b = [2,0, —1].
2. Dla jakiej wartoéci parametru p wektory @ = [p, 1,1] i e 2p, p, —1] sa prostopadte.

3. Znalezé wektor @ o dtugosci 1, ktéry z wektorami = [1,0,0] i ¢ = [1,/3,0] tworzy kat 3



4. Na plaszczyznie XOY znalezé wektor P prostopadly do wektora @ = [4,3,—5] i majacy

dtugosé¢ wektora @ .

5. Oblicz pole réwnolegtoboku zbudowanego na wektorach @ = [0, 3, —2], b = [—1,2,5].
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6. Oblicz objetos¢ réwnoleglogcianu rozpietego na wektorach @ = [1,—1,2], b = [0,3,-2],
< =[-1,5,0].
Odpowiedzi. 1. 1; 2. -1 lub ;3. [1, 3 V6] Jup [L ¥3 01 4 [34/2, ~41/2,0] lub [~3V/2,4V/2,0)]
5. V/374; 6. 14.



