1 Calka powierzchniowa

Platem powierzchniowym gladkim nazywamy obraz zbioru domknigetego D, ktérego brzegiem jest
krzywa kawatkami gtadka, przy odworowaniu

Oz =ux(u,v), y=yluv), z==z2~u,v),
jesli

1. funkcje x(u,v), y(u,v), z(u,v) sa ciagte wewnatrz i na brzegu zbioru D oraz maja ciagte i ograniczone
pochodne czastkowe wewnatrz zbioru D,

2. odwzorowanie ® jest roznowarto$ciowe w D,

3. wyznaczniki
Yu Yo
/

fu Ry

A=

spetniajg warunek A% + B% 4+ C? # 0.

Przy tych zalozeniach ptat S = ®(D) ma w kazdym punkcie (xg, 4o, 20) € S plaszczyzne styczna. Uktad
funkcji x(u,v), y(u,v), z(u,v) nazywamy parametryzacja ptata S.

Szczegdlnym przypadkiem plata powierzchniowego gladkiego jest ptat S postaci S = (D), gdzie
b:x=u,y=v, z= f(u,v), (u,v) € D, czyli z = f(z,y) , (x,y) € D. Ptat, ktéry mozna podzieli¢
na skonczong ilos¢ ptatéow gtadkich nazywamy ptatem kawalkami gladkim.

Przyklad. Plat postaci 22 + y*> = R?, 2z € [0, H|, lub réwnowaznie, z = Rcosu , y = Rsinu , z = v,
(u,v) € [0,27] x [0, H] jest fragmentem powierzchni walcowej (walcem o promieniu podstawy R i wysokosci
H).

Przyktad. Plat postaci z = kv/z? + 4%, z € [0, H], lub réwnowaznie, x = vcosu , y = vsinu , z = kv,
(u,v) € [0,27] x [0, H/k] jest fragmentem powierzchni stozkowej (stozkiem o promieniu podstawy R i
wysokosci H).

Ptat powierzchniowy gtadki jest powierzchnia dwustronng. Jesli wyr6znimy na nim strone dodatnia i
strone ujemnag, to plat nazywamy ptatem powierzchniowym zorientowanym. Jesli ptat powierzch-
niowy jest zamkniety (np. kula lub powierzchnia walcowa ograniczona dwiema plaszczyznami), to przyj-
mujemy, ze strong dodatnig jest strona zewnetrzna. Plat zorientowany dodatnio oznaczamy symbolem S,
za$ plat zorientowany ujemnie - symbolem S~. Ponadto, symbol —S oznacza ptat zorientowany przeciwnie
do S.

Uwaga Wiemy, ze ptat S jest obrazem zbioru D przy owzorowaniu ®. Z drugiej strony, D jest rzutem
prostopadlym ptata S na plaszczyzne zOy.



1.1 Calka powierzchniowa niezorientowana

Niech na ptacie powierzchniowym gtadkim z = f(z,y) , (z,y) € D bedzie okreslona funkcja F(z,y, z).
Zbiér D dzielimy na zbiory regularne Dy,..., D, o roztacznych wnetrzach. Podziat ten oznaczamy

symbolem P. Przez 9, oznaczamy Srednice podziatu P, tj. najwieksza sposérod liczb dy, gdzie dy oznacza

najwicksza dtugosé¢ odcinka zawartego w zbiorze Dj. Podzial zbioru D wyznacza podzial ptata S na czesci

Si,...,Sn. Na kazdym ze zbioréw Sy wybieramy dowolny punkt P} (z}, vi, 2;). Tworzymy sume
k=1

gdzie | S| oznacza pole plata Sk.

Definicja 1 Jesli istnieje granica przy n — oo ciggu (0,,) odpowiadajgca ciggowi podziatow zbioru D, o ile
lim,, o0 On, @ jest niezalezna od podziatu © wyboru punktow Py, to granice te nazywamy catka powierzch-
niowg niezorientowana z F' po placie S i oznaczamy jg symbolem Hs F(z,y,z)ds.

Twierdzenie 1 Jesli funkcja F jest ciggla na placie gladkim S: z = f(x,y) , (z,y) € D, to istnieje calka
JIs F(z,y, 2)ds i wyraza sie wzorem

ijxy, ds-ij:nyxy \/1 f)? dxdy .

Przyktad. Oblicz ([, 2°ds, gdzie S jest powierzchnig stozkows z = /2% 4 32 odcieta przez plaszczyzny
z=11iz=2.

7Z przeciecia powierzchni stozkowej plaszczyznami z = 11 z = 2 otrzymujemy dwa okregi 22 + 4% = 11
2% 4+ 1y? = 4; w tym celu wystarczy rozwiaza¢ dwa ukltady réwnan

Zatem zbiér D bedacy rzutem ptata S na ptaszczyzne xOy jest pierscieniem kotowym o promieniach 11 2 i

srodku w poczatku uktadu wspotrzednych ptaszezyzny xOy. Ostatecznie, ptat S jest dany rownaniem z =

f(x,y), gdzie f(x,y) = Va2 + y2, za$ D zbiorem opisanym powyzej. Funkcja F jest postaci F(z,y, z) = 22

Mamy wiec

- r r_ Y B 2_ , ,
= Jmrm - Ty F(x,y,f(x,y))_(m) _ 2y

7 Twierdzenia 1,

H st—ﬂx +17) J (\/xny>2+ <\/ﬁy7+y2)2dxdy:\/§£j(x2+y2) dudy |

a po przejsciu do wspoétrzednych biegunowych (z = rcosp, y = rsing, r € [1,2], ¢ € [0,27]),
2w 2 2w 2w
[ a0V Jf it 3 ([ ) a3 [ [ 9

Twierdzenie 1 mozna zastapi¢ twierdzeniem bardziej ogélnym, dotyczacym platéw danych rownaniem
parametrycznym.




Twierdzenie 2 Jesli funkcja F jest ciggla na placie gladkim S = ®(D), gdzie ® : © = z(u,v) , y =
y(u,v) , z=z(u,v) , (u,v) € D, to istnieje catka [[; F(x,y,z)ds i wyraza si¢ wzorem

ffF(x, y,z)ds = ffF(x(u, v), y(u,v), z(u, v))VA2 + B2 + C? dudv |
S D
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Przyktad. Oblicz ([, 2°ds, gdzie S = ®(D), & : z =wcosu , y =vsinu , z =0, (u,v) € [0,27] x [1,2].
Mamy

0 1
—vsinu cosu

—vysinu  cosu
vecosu Sinu

VCosSU Sinu

A=1 1

=wvsinu , C=

=vcosu , B:’
Stad

fj 22 ds = ff 02\/1}2 cos? u 4+ v2sin?u + v? dudv =
s D

v 0V2 dudv = V2 o ’ v dv) du = BmV2
I L 2
D

Otrzymany wynik jest identyczny jak w poprzednim przyktadzie gdyz w obu przypadkach liczona
byta ta sama caltka po tym samym ptlacie, z tym ze w pierwszym przypadku ptat dany byt réwnaniem
funkcyjnym, a w drugim - réwnaniem parametrycznym.

Whniosek 1 Pole powierzchni ptata gltadkiego S wyraza sie wzorem
S| = H 1ds .
S

Przyklad. Oblicz pole czaszy kuli o promieniu R, tj. czesci sfery 2% +1y% + 22 = R? lezgcej nad plaszczyzna
z=h.

Plat S dany jest rownaniem z = \/R? — 22 — 42, (x,y) € D, gdzie D jest rzutem plata S na plaszczyzne
xQy. Z opisu zbioru S wynika, ze rzutem S jest koto o takim samym promieniu jak promien okregu
powstatego z przeciecia S i xOy. Mamy

I —T /o -y
===y Ty
oraz
2,2 2 2
+2*=R
{x +hy - wiec D:a*>+9y < R*—h?.
z =
Zatem

2 2
1S|=[|1ds= \ll—f—( ) -I—( ) dxdy = dxdy .
fsj £j VERZ =12 — 2 RZ — 22 — 42 £j R — 22 2
Po przejsciu do wspotrzednych biegunowych (x = rcosp, y = rsing, r € [0,V R? — h?], ¢ € [0, 27]),

VREZR? [ 2r rR
————dp | dr =
( i )

2_ 12
dr = —2rRVEE 72| " = —2rR(h— R) = 2xR(R — h) .

R
|S| = 7-rd7“dcp:/
£f VR? —r? 0
VR =h?  QmrR
/0 R? — 2

Zwr6oémy uwage, ze gdy h = 0, to otrzymujemy wzor na pole gérnej potsfery |S| = 2r R2.



