1. Funkcje dwéch zmiennych

Funkcja f dwéch zmiennych rzeczywistych okreslong na zbiorze D C R? nazywamy przyporzadkowanie
kazdemu punktowi ze zbioru D doktadnie jednej liczby rzeczywistej. Piszemy wtedy

f:D—=R, f(z,y) ==z.

Zbior postaci
{(2.9,2) eR*: (x,9) € D,z = f(x,y)}

nazywamy wykresem funkcji f.

Ciggiem punktéw w przestrzeni R? nazywamy odwzorowanie zbioru liczb naturalnych w zbiér R2.
Wartosci tego odwzorowania dla n € N nazywamy n-tym wyrazem ciagu i oznaczamy P, lub (x,,y,).

Ciag punktéw P, = (x,,y,) jest zbiezny do punktu Py = (z0,y0) jesli ciag odlegtosci punktéw P, od
punktu Py jest zbiezny do 0, czyli lim,,_., |PyP,| = 0. Piszemy wtedy lim,, .., P,, = F.

Jesli P, = (xn, yn) 1 Py = (z0,Y0), to

Jim By = By & (Jim =0 Jim o =30)
Definicja 1. Niech f bedzie okreslona w zbiorze D C R? i niech (xg,y0) € D. Granicq funkcji f w punkcie
(20, y0) jest liczba g wtedy i tylko wtedy gdy kazdemu ciggowi (x,,y,) punktow naleZgcych do D i réznych
od (xo,y0) takich, ze lim, _.o(x,, yn) = (x0,%0) odpowiada cigg (f(xn,yn)) 2biezny do g. Piszemy wtedy
00z, ) w0,90) [ (2, 9) = 9

Definicja 2. Funkcja [ jest ciggla w punkcie (xq,yo) jesli istniejq granica funkcji f w punkcie (zo,yo)
oraz wartos¢ f(xo,yo) @ zachodzi réwnosé

lim f(z,y) = f(xo,%0) -

(zn,yn)—(z0,%0)
Definicja 3. Funkcja f jest ciggla w zbiorze D € R? jesli jest ciggla w kazdym punkcie tego zbioru.
Wrhasnosci funkcji ciggtych podane sa w nastepujacych twierdzeniach.

Twierdzenie 1. Jesli f i g sq ciggle w punkcie (xo,%0), to funkcje f+ g, f—g, f*xg, f/g (o ile
g(xo,y0) # 0) tez sq ciggle w punkcie (o, Yo)-

Twierdzenie 2 (Weierstrassa). Jesli f jest ciggla w zbiorze domknigtym i ograniczonym D € R?, to f
jest w tym zbiorze ograniczona i osigga w D warto$¢é najwiekszq i wartosé¢ nagmnie)jszq.

Uwaga O zbiorze D méwimy, ze jest domkniety gdy do zbioru D nalezy jego brzeg. Na przyktad zbior
opisany nieréwnoscia 22 + y? < 1 jest domkniety (jest to koto domkniete), za$ zbiér opisany nieréwnoscia
2 +1y? < 1 jest otwarty (jest to kolo otwarte). Zbior D jest ograniczony gdy mozna zamkna¢ go w pewnym
kole o skonczonym promieniu.

Uwaga Twierdzenie Weierstrassa gwarantuje istnienie rozwiazan bardzo waznej kategorii zadan doty-
czacych wyznaczania wartosci najwiekszej i najmniejszej funkcji ciaglej w danym zbiorze domknietym i
ograniczonym.



