Analiza wektorowa

W zastosowaniach teorie catki wygodnie jest opisywaé¢ w postaci wektorowej. Obiekty fizyczne sg opisywane
badZ wielko$ciami skalarnymi (masa, temperatura, czas), badZ wielko$ciami wektorowymi (sita, predkosé,
przyspieszenie). Z tego powodu moéwimy badz o polach skalarnych, badZ o polach wektorowych. Jesli
z kazdym punktem przestrzeni zwiazemy pewna wielko$¢ (skalarng lub wektorowa), to méwimy, ze dane
jest pole tej wielkosci (skalarne lub wektorowe). Innymi stowy polem skalarnym jest funkcja f(x,y, z),
za$ polem wektorowym wektor F ztozony z trzech funkcji 3 zmiennych P(x,y,2), Q(z,v,2), R(z,y, 2).
Piszemy wtedy F = [P(z,y,2),Q(x,y, z), R(z,y, 2)] lub krétko, bez podawania punktu, na ktory dziataja
funkcje, F = [P, Q, R).

Przyklad Na ptaszczyznie xOy znajduje sie warstwa cieczy, ktorej czastki poruszaja sie po okregach o
srodku O(0,0) w tym samym kierunku z predkoscia odwrotnie proporcjonalna do promienia. Ruch taki
nazywamy wirem o srodku O.

Predko$¢ czastki znajdujacej sie w pewnym momencie w punkcie P(z,y) # O(0, 0) jest wektorem v (P)
stycznym do okregu o promieniu r = ]0—15 | i ma dlugos¢ ¢, gdzie w jest pewng stata. Poniewaz OP = [z, y]
i v (P)o OP = 0, wiec v (P) ma kierunek wektora [—y, ] (wtedy iloczyn skalarny jest réwny 0), lub co
na jedno wychodzi, wektora [—¥, Z] (ten wektor ma juz dlugos¢ 1). Wobec tego, ze | V' (P)| = ¢, mamy

T(P) =2[-L, 2] =w[-%, 2] = w[- 5L, 22 .

Jest to pole predkosci wiru o srodku O(0,0) z predkoscia katowa na okregu jednostkowym réwna w. W
punkcie O pole jest nieokreslone.

W analizie wektorowej postugujemy sie nastepujacymi operatorami.

Definicja 1 Gradientem funkcji f nazywamy wektor gmdf [%E, gg, %}

Definicja 2 Laplasjanem funkcji f nazywamy liczbe Af = axg + 2 ay [+2 322.
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Definicja 3 Dywergencja funkcji wektorowej I’ = [P, Q, R] nazywamy liczbe div F' = -+ Z< + 5.

Definicja 4 Rotacjg funkcji wektorowej F = [P, Q, R] nazywamy wektor

ot T |OR _0Q 0P OR 0Q 0P
dy 0z 90z Oxr Odx Oy
Uwaga Jesli dane jest pole skalarne f lub wektorowe F = [P, Q] na ptaszczyznie xOy (a nie w
przestrzeni R?), to przyjmujemy, ze
— af of o?f  0*f — 0P 0Q -  90Q 0P
df = Af =—5 4+ —= div F = — tF=———.
gradf [ax ay] C BI =T e oz Ty 0 or oy
Zatem rotacja jest w tym przypadku polem skalarnym.
Definicja 5 Operator Hamiltona (nabla) jest to wektor symboliczny postaci V = [%, a%’ %}

Moze on dziata¢ na pole skalarne lub wektorowe. Mamy wtedy:

_ (9 9 04, _|0f of Of) _ o
Vf— [8x78y782] - [ax7ay7 az‘| — Tadf’
— [0 0 o oP  0Q OR _ . —
VF—[am’ay’az]O[P’Q’R] oc "oy o T



o ¥l =]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
S
&S|

— o 0 0
VXF_laf’&l/7aZ]X[P’Q’R]_

oo =
Qo]

Mozna ponadto wykazaé, ze

V2 =V (V) =V (gradf) = Af .

Definicja 6 Mowimy, Ze pole wektorowe ? w pewnym zbiorze G C R? jest bezzrédlowe, jesli div ? =0
w G,

— —
Definicja 7 Moéwimy, ze pole wektorowe F w pewnym zbiorze G C R? jest bezwirowe, jesli rot F = 0
w@G.

Definicja 8 Mowimy, ze pole wektorowe Fw pewnym zbiorze G C R? jest potencjalne, jesli istnieje
- —

funkcy_'? f(z,y,2) taka, Ze F' = gradf (czyli P = %, Q= %’ R = %). Funkcje f nazywamy potencjatem

pola F' w zbiorze G.

Z powyzszej definicji wynika, ze rézniczka zupela potencjatu f jest wyrazenie %dﬂc + %dy + %dz =

Pdx + Qdy + Rdz. Z kolei warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by wyrazenie Pdx + Qdy + Rdz
byto rézniczka zupelna pewnej funkcji jest spelnienie ponizszego uktadu
OR 0@_0 oP 8R_0 0Q 8P_0
oy 9z 7 0z oxr 7 Oz oy
Zatem
Twierdzenie 1 Pole wektorowe F w zbiorze wypuktym G C R? jest potencjalne wtedy i tylko wtedy gdy
— —
rot F' = 0 dla kazdego (x,y,z) € G.
Oznacza to, ze pojecia 'pole bezwirowe’ i 'pole potencjalne’ znacza to samo.

Whniosek 1 Jezeli funkcje P(x,y,z), Q(x,y,2), R(x,y,z) sq¢ ciggle w zbiorze G i majg ciggle pochodne
czgstkowe rzedu pierwszego, to catka krzywoliniowa

[ Plwy,2)de + QU y, 2)dy + Riw,y, 2)dz
K
nie zalezy od drogi catkowania zawartej w G wtedy i tylko wtedy gdy rot F = 0 dla kazdego (x,y,z) € G.

Przyklad Pole elektrostatyczne tadunku punktowego ¢ umieszczonego w poczatku uktadu wspotrzednych
dzialajace na jednostkowy tadunek umieszczony w punkcie (z,y,z) # (0,0,0) jest funkcja wektorowa

H . . . H
= Zz,y,2] = [%, 4, %}, gdzie r = /22 + 2 + 22. Oblicz div F'.

Mamy
P(r,y,2) = Gty QY,2) = aptese » B0y, 2) = Gagitaprs -
Stad
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Latwo zaobserwowad, ze zachodzi swego rodzaju symetria: gdy liczymy pochodng czastkowa funkcji @)
po y to wykonujemy doktadnie te same kroki i otrzymujemy te same wyniki co przy liczeniu pochodnej
czastkowej P po x (oczywiscie ze stosowna zamiana zmiennych x na y). To samo dzieje sie przy liczeniu
pochodnej czastkowej R po z. Zatem

0Q % — 2% + 2? orR 2% 4 y? — 222
oy 1 (22 + 2 +22)5/2 7 9z q (22 + 42 + 22)5/2
skad
R o Or 0@ oR —2? 4y 420 2P -2 22 a4y 22
div F' = —q- _0
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O) i bezzrodlowe (div F' = 0) na calej plasz-

— —
Przyktad Pole F' = [yz,xz,zy] jest bezwirowe (rot F' =

ot
czyznie. Potencjatem tego pola jest funkcja f(z,y,2) =

Przyktad Spradzi¢, czy pole

—

F = [sinyz? 22° cosyz® + 2 + In 2, 22yz cos yz> + Y]

jest potencjalne. Jesli tak, to wyznaczy¢ potencjal tego pola.

Mamy
P =sinyz* , Q=ux2*cosyz’+2+1Inz RszyzcosyZQ—l—%
i
%—I; =z2%cosyz? , 2L =2yzcosyz®,
% = z2cosyz? % = 2zzcosyz” — 2wy2’sinyz® + 1,
g—]j = 2yzcosyz? %—1; = 2z cosyz® — 2wy sinyz? + % )
a zatem
OR 8@70 oP 8R70 0Q 8P70
oy 0z 7 0z ox 1 ox oy
Pole jest wiec potencjalne. Potencjatem tego pola jest funkcja f taka, ze
0 0
—f:sinyzQ , —f:szCosyz2+2+lnz , == =2xyzcosyz’+ Y.
ox dy 0z z

W wyniku catkowania pierwszego réwnania otrzymujemy

F(2,y,2) = wsinyz? + ey, 2) -
Obliczamy pochodng czastkowa po y z powyzszej funkcji i poréwnujemy z drugim réwnaniem. Mamy

Oc

rz? cosyz® + ay =a2z%cosyz® +2+1nz
skad
cly,z) = / (24+Inz)dy=2y+ylnz+d(z) .
Wstawiajac c(y, z) do wyznaczonej powyzej funkcji f mamy wiec
f(z,y,2) = xsinyz® + 2y +ylnz +d(z) .
Obliczamy pochodna czastkowa po 2z z powyzszej funkeji i poréwnujemy z trzecim réwnaniem. Mamy
22yz cos yz® + 4 = 2xyz cos yz? + Y4d(z),

co daje d(z) = a. Ostatecznie, potencjatem pola F jest funkcja f(x,y,z) = wsinyz® + 2y + yInz + a,
gdzie a jest dowolng stalg.



