0.1 Zamiana zmiennych w calce podwdjnej.

Niech A i D beda zbiorami odpowiednio na ptaszczyznach uOwv i xQOy. Przeksztalceniem obszaru A w
obszar D nazywamy funkcje T': A — D okre$long wzorem:

(x,y) = T(u,v) = (p(u,v),¥(u,v)), gdzie(u,v) € A,
Obrazem zbioru A przy przeksztalceniu T' nazywamy zbiér:
T(A) :=A{(z,y) : 2 = ¢(u,v),y = ¢(u,v), (u,v) € A}.
Przeksztatcenie T' nazywamy:
e cigglym, jezeli funkcje ¢ i 1 sg ciggte na zbiorze A;
e réznowartosciowym, jezeli réznym punktom zbioru A odpowiadajg rézne punkty jego obrazu D.

Przy zamianie zmiennych w catce podwéjnej uzywamy operatora nazywanego Jakobianem przeksztatcenia.
Mamy

—~

Definicja 1 Jakobianem przeksztalcenia T (u,v) = (¢(u,v), ¥ (u,v)) nazywamy funkcje okreslong wzorem:

% (u,v)  2(u,v)
Jr(u,v) = de v
(w0)=det ] 8, ) By v)

Dla calki podwdjnej istnieje twierdzenie o zamianie zmiennych w catce podwojnej, ktore jest odpowiedni-
kiem twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie dla catki pojedynczej. Mamy:

Twierdzenie 1 Niech

T = ¢(u7 U)
Y= @Z)(u,v)

1. przeksztaicenie T : { odwzorowuje roznowartosciowo wnetrze zbioru A na wnetrze

zbtoru D;

2. funkcje ¢, ¥ majq ciggte pochodne czgstkowe rzedu pierwszego na pewnym zbiorze otwartym zawie-
rajgcym A,

3. funkcja f jest okreslona i ciggla w zbiorze D

4. jakobian Jr jest rozny od zera wewngtrz zbioru A.

Wtedy
[[ fGayydwdy = [[ F(6u0). 0, 0)] I (u, v) | dudo.
D A

0.2 Wspobirzedne biegunowe

W przypadku, gdy obszar catkowania jest kotem, pierscieniem wycinkiem jednej z tych figur a, takze i w
wielu innych przypadkach (gdy w opisie zbioru wystepuje 2% +y? lub 22 —y?) wygodnie jest przy obliczaniu
catki podwdjnej wprowadzi¢ wspotrzedne biegunowe.

Definicja 2 Wspélrzednymi biegunowymi nazywamy uktad zmiennych (r, ), ktére wigze ze wspdlrzednymi
kartezjanskimi (z,y) nastepujoca zaleznosé:

T = Trcosp
y = rsing

Zmienne (r,¢) spelniajg nastepujgce warunki r > 0, ¢ € [0,27] (czasami wygodniej jest przyjac zakres
zmiennosci ¢ w zakresie —m do w, wybor taki jest rowniez prawidtowy).



W przypadku wspotrzednych biegunowych Jakobian, oznaczony jako J(r, ¢) jest staly i réwny r. Wzér
na zamiane¢ catki podwojnej przy uzyciu wspotrzednych biegunowych przyjmuje postac:

jf f(z,y)dxdy = fff f(rcose,rsinp)rdrde,
D A

gdzie A jest obrazem zbioru D poprzez wspolrzedne biegunowe.
Przyktad.
Obliczy¢ catke [[, /4 — (2% 4 y?)dxdy, gdzie D jest opisany warunkiem z° + y* < 4.

Rozpocznijmy od przeksztalcenia zbioru D w zbior A, przeksztalcenie to okresli nam doktadny zakres
zmiennosci (r, ). Mamy

2

2 = (rcosp)? + (rsinp)? = r? [(cos ©)? + (sin <p)2] =re,

x2+y

Zatem z warunku opisujacego zbiér D mamy r? < 4 co jest réwnowazne r < 2. Poniewaz nie ma
zadnych dodatkowych warunkéw zadania przyjmuje najszerszy zakres zmiennosci ¢ czyli przedzial [0, 27].

H\/mdxdy = ff\/‘l—ﬂ-rdrdgp:/j[O%M.rd(p] dr
= [V [T ag] e = [ (VTR (gl ar
= 2”/02(m-7“>dr

Stosujac podstawienie 4 — 72 = ¢ mamy rdr = —tdt i stosujac zamiane granic otrzymujemy
0 0 1" 16
If 4— (22 +y?)dady = QW/m@-(—ﬂ)ﬁﬁ:—QW/mﬁd#:—QW[] S
D 2 2 31, 3
Przyktad.

Obliczy¢ caltke HD xydxdy, gdzie D jest opisany warunkiem 22 + 3% < 2z, y > 0.

Rozpocznijmy od przeksztatcenia zbioru D w zbiér A, przeksztalcenie to okresli nam doktadny zakres

zmiennosci (1, ¢). z poprzedniego zadania wiemy, ze x? + y? = r2.

Zatem z warunku opisujacego zbiér D mamy r? < 27 cos p, co jest réwnowazne r < 2 cos . Poniewaz
r > 0 i poprzedni warunek implikuje, Ze cos¢ > 0, a stad mamy warunek (1) ¢ € [~7,5]. Ponadto

warunek y > 0 jest rownowazny sin¢ > 0, czyli (2) ¢ € [0, 7]. Warunki (1) i (2) daja ¢ € [0, 7]. Zatem
z 2cos @
If rydxdy = Ij('r cos prsin ) - rdrdy = /2 [/ 3 cos ¢ sin gpdr} dy
o LJo
D A

g ) 2cos 3 g ] 7,4 2cosp
= / {COS @ sin <p/ r dr] dgp/ cos psin g | — de
0 0 0 41,

= /05 (4 cos® psin gp) de

Podstawiajac cos ¢ =t mamy — sin pdp = dt i zmieniajac granice catkowania otrzymujemy:
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