Plaszczyzny i proste w R? - éwiczenia

Zadanie 1. Znalez¢ ré6wnanie ogélne i parametryczne plaszczyzny przechodzacej przez punkty
A=(1,3,-1), B=(2,0,4), C =(3,1,0).

Zacznijmy od réwnania parametrycznego, do ktérego potrzebujemy punktu Fy nalezacego do ptaszczy-
zny i dwoch wektoréw niewspotliniowych rozpinajacych plaszezyzne u i ' (réwnolegte do plaszczyzny ale
nie réwnolegle wzgledem siebie). Wybierzmy punkt Py = A = (1,3, —1), a nastepnie skonstruujmy wektor
T = AB = (1,—3,5) oraz v = AC = (2,—2,1). Zapiszmy réwnanie parametryczne plaszczyzny:

r = 14+s+2t
T y = 3—35—2t t,seR.
z = —1+4+5s+t

Przejdzmy teraz do réwnania normalnego ptaszczyzny, do ktérego potrzebujemy punktu Py nalezacego do
ptaszczyzny i wektora normalnego 7' (prostopadtego do plaszczyzny). Podobnie jak wezesniej wybierzmy
Py = A = (1,3,—1). Skoro wektory u i u rozpinaja plaszczyzne, to wynik ich iloczynu wektorowego
bedzie wektorem prostopadtym do nich, a zarazem prostopadtym do naszej ptaszczyzny. Mozemy zatem
przyja¢ m = u x v . Obliczamy rozwijajac wyznacznik wzgledem pierwszego wiersza v x v" = (1, —3,5) X
— — — - == — :
(2,-2,1)= i (-104+43)— j(10-1)+ k(-64+2)=-T¢ =95 —4k =(-7,-9,—4) = . W takim
razie, rownanie normalne plaszczyzny przyjmie postac:

7: —T7(x—1)—=9(@y—3)—4(z+1) =0,
a stad réwnanie ogodlne przyjmie postac:
m: —7rx—9y — 4z + 30 = 0.
Zadanie 2. Znalez¢ ro6wnanie kierunkowe i parametryczne prostej przechodzacej przez punkty

P=(1,23)iQ=(321).

W obydwu przypadkach szukamy punktu p, nalezacego do prostej i wektora kierunkowego o (réwno-
legtego) tej prostej. Skoro prosta przechodzi przez punkty P i @, to jest réwnolegta do wektora P—Cj, ktory
ma wspolrzedne: P—Cj =(3,2,1)—(1,2,3) = (2,0, —2). Mozemy zatem przyja¢ v = aP—Cj =1/2(2,0,-2) =
(1,0, —1). Wybierzmy dodatkowo Py = P = (1,2, 3). Rownanie kierunkowe prostej przyjmie postac:
r—1 y—2 2-3

10 -1

Uwaga. Zwroémy uwage na 0 w mianowniku. Réwnanie parametryczne przyjmie postac:

l:

r = 1+t
[: y = 2 ,teR
z = 33—t

-1 2 -5
Zadanie 3. Sprawdzié, czy punkt A = (1,—2,5) nalezy do prostej [ : L o= y—(i)- _Z 7

Zapiszmy roOwnanie parametryczne naszej prostej:

r = 1-—1t
[: y = -2 ,telR.
z = H—3t

Podstawiajac do tego réwnania t = 0 otrzymujemy wspoétrzedne punktu A = (1, —2,5), a zatem punkt Fy
nalezy do prostej [.



r = 1+t

Zadanie 4. Sprawdzic¢, czy prosta [ : y = =2t teR, jest zawarta w plaszczyznie
z = 3+3t

m: 3x+3y+2—-6=0.

Prosta bedzie zawarta w ptaszczyznie, jezeli bedzie spetniata jej rownanie, zatem podstawiamy réwna-
nie parametryczne prostej [ do réwnania ogblnego plaszczyzny m: 3(14+t) +3(—2t) + (3+3t) —6=0 =
3+3t—6t+3+3t—6 =0 = 0= 0. Oznacza to, ze réwnos¢ zachodzi dla dowolnego t € R, a zatem
prosta [ jest zawarta w plaszczyznie .

r—1 y+1 =z

Zadanie 5. Znalez¢é odleglo$é dwéch prostych réwnoleglych [ : 7 5 — i

l‘i_y—l_z—?)
2t 9T 4 2

Poshuzymy sie nastepujaca metoda: wyznaczymy réwnanie plaszczyzny m prostopadiej do obydwu
prostych, na przyktad przechodzacej przez dowolny punkt P; na prostej /1. Nastepnie wyznaczymy punkt
P, przeciecia tej ptaszezyzny z prosta lo i na koniec obliczymy dtugosé wektora TP; , ktora bedzie rowna
odleglosci pomiedzy prostymi rownolegtymi. Wektor normalny ptaszczyzny 7 jest rownolegty do wektora
kierunkowego vy prostej [; (jak réwniez do wektora kierunkowego v prostej lo). Mozemy zatem przyjaé
n = v, = (1,2,—1), a za punkt P, plaszczyzny 7 przyjmujemy punkt P, prostej l: Py = (1,—1,0).
Roéwnanie ogdlne ptaszczyzny otrzymamy z rownania normalnego:

7 (r—1,y+1,2)0(1,2,-1) =0,

a stad
T rx+2y—z+1=0.

Punkt P,, jest punktem przeciecia prostej [, z ptaszczyzna m, a zatem musi spetnia¢ zarowno réwnanie
prostej, jak i ptaszczyzny skad dostajemy uktad réwnan warunkéw:

i_y—l_z—S
{—2_ -4 2

r+2y—z+1=0

ktoéry jest spetniony przez punkt P, = (0,1, 3). Szukang odlegto$é dostaniemy jako dlugosé wektora Py Py:

e
d(l1, 1) = [|PrPs|| = [1(0,1,3) — (1, —1,0)]| = [I(~=1,2,3)]| = /(~1)2 + 22 + 32 = V14.

r+2 y+1

Zadanie 6. Obliczy¢ miare kata miedzy prosta [ : 3 5

m: 20 —3y—5=0.
Zgodnie ze wzorem, miara kata pomiedzy prosta o wektorze kierunkowym o i plaszczyzna o wektorze
normalnym 7 wyraza sie wzorem:

Z .
=71 i plaszczyzna

Z(0.7) . Mo
,T) = arcsin :
= 17l
Podstawiajac v = (—3,-2,1) i W = (2, —3,0) dostajemy:
2,-3,0)0(~3, 2,1 64640 0
/(l,7) = arcsin (2,23,0) 0 (=3, =2, 1) = arcsin T = arcsin —— = arcsin 0 = 0[rad].
12, =3,0)[ - [[(=3, =2, 1) VA+9-VI+4+1 V182

Oznacza to, ze prosta [ i ptaszczyzna m sg rownolegle.



Zadania do samodzielnego rozwigzania:

1. Napisaé¢ réwnanie ogblne plaszczyzny przechodzacej przez punkt P = (1,3, —2) i przez os Oy.

r = —1+2s—1
2. Obliczy¢ w jakim punkcie plaszczyzna 7 : y = 2+43s+2t s,teR, przecina o$ Ox.
z = —3—s5+1
—1 3 -1 -1 -2 -3
3. Zbadac, czy proste [ : ‘ T = y;— S 3 ily: ‘ 7 = Y T = : 1 majg punkt wspolny.

4. Wyznaczy¢ odlegtosé punktu P = (3,6,1) od plaszezyzny m: © = 142s+2t,y = 2s—t,z =1, s,t €
R.

5. Obliczy¢ kat miedzy prostymi l; : x =2t,y=1—t,z=1,t € R oraz
lo: =1—-3s,y=2+s,2=-3,s € R.

7
Odpowiedzi. 1. 2z + z = 0; 2. (—28/5,0,0); 3. Tak, P = (—1,1,7). 4. 7/3/11 5. arc cos 76



