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czyli szukana funkcja wyraza sie wzorem
F(ty) =1t =2ty +y°,
a rozwigzanie rownania w postaci uwiklanej zapisujemy jako

=2y 4+ =c.

2 Roéwnania rézniczkowe zwyczajne II rzedu

Rownaniem rézniczkowym zwyczajnym liniowym rzedu drugiego nazywamy
rOwnanie postaci

(22) F(t.y,y',y") =0

Niektére z rownan rzedu drugiego, w zaleznosci od swojej postaci, mozna
sprowadzi¢ do réwnan rzedu pierwszego.

2.1 Réwnanie postaci F'(t,y,y") =0

Rownanie to poznajemy po tym, ze zmienna zalezna y nie wystepuje w
nim w sposéb jawny. Rozwiazanie znajdujemy poprzez podstawienie nowej
zmienne;j:

(23) u(t) =y'(t),
a nastepnie po zrézniczkowaniu
(24) u'(t) = y"(1).

Wstawiajac do wyjsSciowego réwnania otrzymujemy réwnanie rzedu pierw-
szego

(25) F(t,u,u') =0,
ktére rozwiazujemy w zaleznodci od jego postaci.

Przyktad

Rozwiazaé rownanie rézniczkowe

y// =1 _’_y/2'
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Stosujac przeksztalcenia otrzymujemy réwnanie rzedu pierwszego

du

— =1+’
dt U
w ktorym mozna rozdzieli¢ zmienne
du
—— = dt,
1+ u?

du
/ 14+u?2 /dt7

arctgu =t + ¢y,

u(t) = tg (t + c1).
Pamietajac, ze u(t) = y/(t) otrzymujemy réwnanie

y'(t) =tg(t+c),
ktore po scatkowaniu daje rozwiazanie ogdlne

)

y(t) =In cos (t+¢1)

2.2 Réwnanie postaci F(y,v',y") =0

W réwnaniu tym zmienna niezalezna t nie wystepuje w sposéb wyrazny. Po-
dobnie jak wczedniej wprowadzamy za pomoca podstawienia nowa zmienna

(26) u(y) =y'(t),
a nastepnie obliczmy pochodna:

_du , du

(27) y'(t) =u'(y) = w V=G u(y).

Po wstawieniu do réwnania wyjsciowego staje sie ono rownaniem pierwszego
rzedu.

Przyktad

Rozwiaza¢ réwnanie rézniczkowe

yy// _ y/2 =0.



2. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE Il RZEDU 17

Zauwazmy, ze w naszym rownaniu zmienna niezalezna nie wystepuje w spo-
sob jawny. Dzieki przeksztalceniom obnizamy rzad réwnania

y-u' u—ut=0

dostajac réwnanie rzedu pierwszego o rozdzielonych zmiennych.

1, 1
—-—uU = —
u oy

1
/—du= /ldy
u y

In |u| = In|e1y|,

, dla wu(y) #0.

u(y) = 1y
Wracajac do zaleznosci (26):
dy
bt SRS
dt 1y

i ponownie rozdzielajac zmienne

d
/—y :Cldt
Y

otrzymujemy rozwiazanie ogélne:

y(t) = coet,

Ponadto sprawdzamy, ze dla ¢; = 0 dostajemy rozwigzanie szczegélne y' = 0.

2.3 Roéwnanie rézniczkowe liniowe rzedu 11 o stalych wspo6t-
czynnikach

Roéwnanie postaci
(28) ay” + by +cy=q(t). a#0

nazywamy réwnaniem rozniczkowym zwyczajnym liniowym rzedu 11 niejed-
norodnym o stalych wspoélczynnikach. Podobnie jak w przypadku réwnan
rzedu I, jezeli g(t) = 0, to réwnanie postaci

(29) ay” +by +cy=0
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nazywamy réwnaniem roézniczkowym zwyczajnym liniowym rzedu II jedno-
rodnym o statych wspélczynnikach. Analogicznie jak w przypadku rownan
liniowych niejednorodnych rzedu I rozwiazanie zaczynamy od znalezienia
catki ogdlnej réwnania jednorodnego (29). Dokonujemy tego za pomoca pod-
stawienia:

(30) y(t) =e".
Rozwazajac réwnanie liniowe rzedu II obliczamy pochodne rzedu 2:
(31) y =ret, y =r2e
i po wstawieniu do (29) dostajemy réwnanie
ar?e™ + bre™ + ce™ = 0,
ktére staje sie rownaniem kwadratowym ze wzgledu na r:
(32) ar® 4 br + ¢ = 0.

Roéwnanie (32) nazywamy réwnaniem charakterystycznym réwnania (29).
Réwnanie to, w zaleznosci od wartosci wyrdznika posiada rozwiazania
rzeczywiste badz zespolone.

e Jezeli A = b2 — dac > 0, woéwcezas réwnanie (32) ma dwa rézne pier-
. . . b+ VA, b+ VA
wiastki rzeczywiste 1 = “oq 179 = g
a a

o Jezeli A = b% — 4ac = 0, wéwczas réwnanie (32) ma jeden podwéjny
—b
pierwiastek rzeczywisty 1 = ro = %
a

e Jezeli A = b2 — 4ac < 0, woéwczas réwnanie (32) ma dwa pierwiastki

zespolone parami sprzezone 1y = « + 13, ro = a — i3,
Vdac — b?

2a

Do znalezienia catki ogblnej rownania liniowego poshuzymy sie twierdzeniem
wykorzystujacym pojecie ukladu fundamentalnego: Pare rozwiazan y;(t),
y2(t) réwnania jednorodnego (29) nazywamy ukladem fundamentalnym, je-
zeli spelniony jest warunek

gdzie a = —i, 6=
2a

(33) det | V1O w0 ) — (i (6) £ 0.
Y1 (1) yh(1)
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Twierdzenie
Jezeli y1(t), y2(t) bedzie ukladem fundamentalnym réwnania liniowego jed-
norodnego, to dla kazdego rozwiazania y(t) tego réwnania istnieja stale ¢; i
co takie, ze y(t) = c1y1(t) + caya(t).

Innymi stowy, znajac uklad fundamentalny réwnania jednorodnego mo-
zemy podaé wszystkie jego rozwiazania.
Zalézmy, ze réwnanie (32) ma dwa pierwiastki rzeczywiste r1 i ro. podsta-
wiajac ponownie pod (30) dostajemy dwie funkcje

(34) yi(t) ="' (t) =,

ktére sa catkami szczegdlnymi réwnania (29). Jezeli A > 0, to y1(t) = et
yo(t) = €', a catka ogdlna przyjmuje postaé

(35) y(t) = cret + cge?!

Jezeli A < 0, to réwnanie charakterystyczne ma rowniez 2 rézne pierwiastki
ale sa to liczby zespolone (sprzezone) : r1 = o+ iff i 79 = a — i3. Mozna
wtedy zapisac :

et = e™(cos Bt + isin Bt) oraz 2! = e*(cos Bt — isin ft). Zamiast funkcji
zespolonych mozemy rozpatrywaé funkcje rzeczywiste bedace ich kombina-
cjami liniowymi:

1 1
e cos Bt = §(e”t +e"t), e sin Bt = 2—(€T1t — et a catka ogdlna wyraza
i

sie jako :
(36) y(t) = c1e™ cos (Bt) + coe® sin (Bt)).

Oznacza to, ze calki szczegdlne réwnania liniowego mozna zapisa¢ w postaci:
y1(t) = e cos (Bt) oraz ya(t) = e sin (5t).

Jezeli A = 0, to mamy jedna calke szczegélna y(t) = €™, ale powstaje
pytanie jak znalezé druga calke szczegdlna. Mozna to zrobié szukajac dru-
giego rozwiazania postaci yo(t) = y1(t) * u(t). Podstawiajac do réwnia li-
niowego otrzymujemy: a(yy (t)u(t) + 2y} (t)u'(t) + y1(t)u” (t)) + by ()u(t) +

yr (@)’ (8))+eyr (t)u(t) = u(t)(ayy (1) +byr () +eyr (1)) +ayr (Hu” () +2ay; ()’ (t)+
byi(t)u/(t) = 0. Podstawiajac y1 = e 3at dostajemy " (t) = 0, co oznacza,

ze u(t) = ct + d. Zatem calka ogélna wyraza si¢ wzorem

r1t

(37) y(t) = (c1 + cat)e™,

a calki szczegdlne maja postaé: yy(t) = et i yo(t) = te'l.

Przyktady
Rozwigzaé rownania jednorodne:
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y" + 4y’ — 5y = 0.
Po podstawieniu otrzymujemy réwnanie charakterystyczne
24 4r—5=0,

dla ktérego A > 0 co oznacza, ze mamy dwa rézne pierwiastki rzeczywiste
r1 = 1 oraz ro = —5. Calke ogdlng zapiszemy jako

y(t) = cre’ + coe ™.
Y’ + 4y + 4y = 0.
Réwnanie charakterystyczne
r’+4r+4=0

posiada wyréznik A = 0, zatem mamy jeden podwéjny pierwiastek rzeczy-
wisty r1 = r9 = —2. Catke ogdlna zapiszemy w postaci

y(t) = (c1 + cat)e 2.

y" + 4y’ + 5y = 0.
Rozwiagzujac rownanie charakterystyczne
r’+4r+5=0

dostajemy A = —4.
VA = /=4 =/~1-4=+i2- 4= 2i. Otrzymujemy dwa pierwiastki zespo-
lone parami sprzezone:

—4 —2i

r=—g =2, =24

Calke ogdlng zapiszemy jako
y(t) = e *(cy cos 1t + co sin 1t).

Zalézmy ponadto, ze do ostatniego réwnania dotaczony byl warunek poczat-
kowy:
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wtedy podstawiamy wartosci poczatkowe zaréwno do calki ogélnej, jak i jej
pochodne;j:

Y (t) = e 2[(—2c1 + c2) cost + (—c1 — 2¢a) sint].

Otrzymujemy uktad rownan:

C1 = 0
Y
—261 +co = —2
ktéry nastepnie rozwigzujemy
c1 = 0
Cy) = —2

Calka szczegélna dana jest wzorem
y(t) = —2¢ *!sint.

Wréémy teraz do réwnania liniowego niejednorodnego. W poszukiwaniu
rozwigzania ogblnego réwnania niejednorodnego pomocne jest twierdzenie:
Twierdzenie
Niech ¢(t) bedzie dowolnym rozwiazaniem réwnania liniowego niejednorod-
nego (9) oraz niech y;(t), y2(t) bedzie ukladem fundamentalnym réwnania
liniowego jednorodnego (10). Wtedy dla kazdego rozwiazania y(t) réwnania
niejednorodnego istnieja stale ¢; 1 co takie, ze y(t) = c1y1(t) + caya(t) +p(t).
Innymi stowy, znajac dowolne rozwiazanie réwnania niejednorodnego oraz
uktad fundamentalny réwnania jednorodnego (rozwiazanie ogélne) mozemy
podaé wszystkie rozwiazania rownania niejednorodnego. Poznamy dwie me-
tody poszukiwania rozwiazan réwnania niejednorodnego: metode uzmien-
niania statych oraz metode¢ przewidywan.

W metodzie uzmienniania stalych wykorzystuje sie rozwigzanie ogdlne
réwnania jednorodnego y(t) = ciyi(t) + coy2(t), w ktérym uzmiennia sie
stale ¢ oraz co: y(t) = c1(t)y1(t) + ca(t)y2(t). Ponadto, tak uzmiennione
state musza spelnia¢ warunek

(38) , ’ = )



