
Algorytmy i Struktury Danych - 2. rok In»ynierii i Analizy Danych

Laboratoria 4. Rekursja i jej usuwanie

Rekurencja jest to zale»no±¢ zde�niowana poprzez odwoªanie si¦ do samej siebie (dla innej
warto±ci argumentu).

Rekursywne wywoªywanie procedury jest kosztowne. Wymaga wykorzystania pami¦ci
(stosu) w celu umieszczenia tam warto±ci zmiennych, oraz czasu zwi¡zanego z odkªa-
daniem ich na stosie. Z punktu widzenia caªego algorytmu nie musi to jednak by¢ koszt
najistotniejszy i nie musi wi¡za¢ si¦ ze zwi¦kszeniem zªo»ono±ci algorytmu. Z tego wzgl¦du
cho¢ unikanie rekursji jest wskazane ze wzgl¦du na szybko±¢ dziaªania algorytmu, to szcze-
gólnie w sytuacjach w których problem jest typowo rekurencyjny, wykorzystanie rekursji
nie jest bª¦dem.

Zadanie 1.

W zagadnieniach matematycznych pojawia si¦ czasem funkcja silni podwójnej zde�nio-
wanej jak poni»ej:

n!! =


1 dla n = 0
1 dla n = 1
n ∗ ((n− 2)!!) dla n > 1

,

czyli b¦d¡c¡ iloczynem liczb caªkowitych nie wi¦kszych od n o tej samej parzysto±ci co n.
Napisz funkcj¦ rekursywnie wyznaczaj¡c¡ warto±¢ podwójnej silni, dla zadanej warto±ci
n.

Zapisz posta¢ rekurencyjn¡ (wzór) wyznaczaj¡cy warto±ci silni potrójnej analogicznie
wyznaczaj¡c¡ iloczyn liczb caªkowitych nie wi¦kszych ni» n, o tej samej reszcie z dzielenia
przez 3 co dla n. Napisz funkcj¦ która rekursywnie wyznaczy t¦ warto±¢.

Zadanie 2.

Dany jest ci¡g okre±lony rekurencyjnie:

an =


4 dla n = 1
an−1

l
dla n = 3l

an−1

l+1
dla n = 3l + 1

an−1

l2+1
dla n = 3l + 2

Napisz funkcj¦ rekursywnie wyznaczaj¡c¡ n-ty wyraz tego ci¡gu.

Zadanie 3.

Ci¡g an zde�niowany jest wzorem:

an =

{
1 dla n = 1
an−1 · n+ 2 dla n > 1

Napisz funkcj¦ rekursywnie wyznaczaj¡c¡ n-ty wyraz tego ci¡gu

Zadanie 4.

Ci¡g an dany jest wzorem:

an =


1 dla n = 1
2 dla n = 2
2an−1 + an−2 dla n > 2

Napisz rekursywn¡ funkcj¦ wyznaczaj¡c¡ w sposób optymalny warto±¢ n-tego wyrazu
tego ci¡gu.



Zadanie 5.

Warto±¢ funkcji ex mo»na przybli»a¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cego wzoru:

ex ≈
n∑

i=0

xi

i!
,

którego skªadniki sumy da si¦ wyrazi¢ wzorem rekurencyjnym

an =

{
1 dla n = 0
an−1 · xn dla n > 0

Napisz program pobieraj¡cy od u»ytkownika warto±¢ x, oraz dokªadno±¢ ε, oraz za-
wieraj¡cy rekursywn¡ funkcj¦ wyznaczaj¡c¡ warto±¢ ex z zadanym przybli»eniem ε.

WSKAZÓWKA: |e
x−

∑n
i=0 ai|

ex
≤ an dla x ≥ 0 i |ex −

∑n
i=0 ai| ≤ an dla x < 0.

Zadanie 6.

Warto±¢ funkcji sinx mo»na przybli»a¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cego wzoru:

sinx ≈
n∑

i=0

x2i+1

(2i+ 1)!
,

którego skªadniki sumy da si¦ wyrazi¢ wzorem rekurencyjnym

an =

{
x dla n = 0

an−1 · −x2

2n(2n+1)
dla n > 0

Napisz program pobieraj¡cy od u»ytkownika warto±¢ x, oraz dokªadno±¢ ε, oraz za-
wieraj¡cy rekursywn¡ funkcj¦ wyznaczaj¡c¡ warto±¢ sinx z zadanym przybli»eniem ε.

WSKAZÓWKA: | sinx−
∑n

i=0 ai| ≤ an.

Zadanie 7.

Symbol Newtona (n
k
) mo»na wyznacza¢ rekurencyjnie z nast¦puj¡cego wzoru:

ak =

{
1 dla k = 0
ak−1 · n−k+1

k
dla k > 0

Napisz funkcj¦ rekursywnie wyznaczaj¡c¡ warto±¢ (n
k
) dla zadanych przez u»ytkownika

warto±ci n i k.

Zadanie 8.

Napisz procedur¦, która rekursywnie dla zadanych przez u»ytkownika naturalnej warto±ci
n i rzeczywistej warto±ci x w sposób optymalny wyznaczy warto±¢ wielomianu zde�nio-
wanego rekurencyjnie

Tn(x) =


1 dla n = 0
x dla n = 1
2x · Tn−1(x) · Tn−2(x) dla n > 1

Zadanie 9.

Napisz funkcj¦ rekursywn¡ wyznaczaj¡c¡ w sposób optymalny dla zadanej warto±ci n,
n-ty wyraz ci¡gu zadanego wzorem rekurencyjnym:

an =


2 dla n = 1
3 dla n = 2
an−1 + an−2 dla n > 2



Zadanie 10.

Napisz funkcj¦ rekursywn¡ wyznaczaj¡c¡ w sposób optymalny dla zadanej warto±ci n,
n-ty wyraz ci¡gu zadanego wzorem rekurencyjnym:

an =


0 dla n = 0
1 dla n = 1
2 dla n = 2
2an−1 + an−2 − an−3 dla n > 2

Zadanie 11.

Napisz procedur¦, która rekursywnie dla zadanych przez u»ytkownika naturalnej warto±ci
n i rzeczywistej warto±ci x w sposób optymalny wyznaczy warto±¢ wielomianu Czebyszewa
zde�niowanego rekurencyjnie

Tn(x) =


1 dla n = 0
x dla n = 1
2x · Tn−1(x)− Tn−2(x) dla n > 1

Zadanie 12.

Napisz procedur¦, która rekursywnie dla zadanych przez u»ytkownika naturalnej warto±ci
n i rzeczywistej warto±ci x w sposób optymalny wyznaczy warto±¢ wielomianu Lagrange'a
zde�niowanego rekurencyjnie

Pn(x) =


0 dla n = −1
1 dla n = 0
2n−1
n

x · Pn−1(x)− n−1
n
Pn−2(x) dla n > 1

Zadanie 13.

Stosuj¡c metod¦ �Divide and Conquer�, do podziaªu tablicy na 2 poªowy w ka»dym kroku
rekursywnym, wyznacz najwi¦ksz¡ warto±¢ w zadanej przez u»ytkownika tablicy liczb
rzeczywistych.

Zadanie 14.

Stusj¡c rekursj¦ dla zadanych przez u»ytkownika 2 liczb caªkowitych a i b wyznacz ich
najmniejsz¡ wspóln¡ wielokrotno±¢ (NWW).

WSKAZÓWKA: NWW (a, b) = a·b
NWD(a,b)

Zadanie 15.

Napisz funkcj¦ wyznaczaj¡c¡ miejsce zerowe dla zadanego przez u»ytkownika wielomianu
(skorzystaj ze zde�niowanej klasy Wiel), z zadan¡ dokªadno±ci¡ ε i w zadanym przedziale
[a, b], stosuj¡c metod¦ trisekcji (podziaªu przedziaªu na 3 cz¦±ci)

Zadanie 16.

Stosuj¡c pojedyncz¡ p¦tl¦, usu« rekursj¦ w zadanich: 1., 2., 3., 5., 6., 7.

Zadanie 17.

Stosuj¡c metod¦ tablicow¡, usu« rekursj¦ w zadanich: 4., 8., 9., 10., 11., 12.


