Ekstrema globalne funkcji dwéch zmiennych - éwiczenia

Przyktad 1.

Znalezé najwieksza i najmniejsza warto$é funkcji f(x,y) = 2%y — 18z — 9y + 3 w zbiorze
D, ktoéry jest ograniczony prosta y = 6 — z i osiami uktadu wspoélrzednych.

Zbior D jest tréjkatem ograniczonym prosta y = 6—x i osiami uktadu wspotrzednych. Rozwigzanie
tego zadania rozpoczniemy od znalezienia punktéw stacjonarnych wewnatrz zbioru D. Mamy:
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Jest on réwnowazny uktadowi

—2xy—18 = 0
-9 = 0.

Z drugiego rownania otrzymujemy = = 3 lub x = —3. Wtedy dla x = —3 mamy y = 3 oraz dla x = 3
mamy y = —3, zatem otrzymujemy dwa punkty stacjonarne A(3, —3) oraz B(—3,3). Oba punkty nie
leza wewnatrz trojkata D. Zatem funkcja moze mieé ekstrema tylko na brzegu zbioru D.

Zbadamy teraz funkcje f na brzegu zbioru D, ktéry sktada sie z trzech odcinkow:
Ly=0, x€[0,6]; ILxz=0,y€l0,6]; Il:y=6—x, z€]l0,6]

Na odcinku I: y = 0, € [0,6] a rozwazana funkcja jest réwna gi(z) := f(z,0) = —18z + 3,
x € [0, 6]. Jest to funkcja liniowa, wiec wartosé najwieksza i najmniejsza osiaga na koncu przedziatu
i g1(0) =3 oraz ¢;(6) = —105.

Na odcinku II: z = 0, y € [0,6] a rozwazana funkcja jest réwna go(x) := f(0,y) = —9y + 3,
y € [0,6]. Jest to takze funkcja liniowa, wiec warto$é¢ najwieksza i najmniejsza osiaga na koncu prze-
dziatu i g2(0) = 3 oraz ¢»(6) = —51.

Na odcinku III: y = 6 — x, « € [0, 6], natomiast rozwazana funkcja jest réwna

g3(z) == f(2,6 —2) = 2%(6 —x) — 187 — 9(6 — x) + 3 = —2° + 62> — 9z — 51, = € [0, 6].

Jest to funkcja jednej zmiennej, ktérej ekstremum szukamy na przedziale [0, 6]. Policzmy najpierw

wartosci funkcji na koncach przedziatu. Mamy ¢3(0) = —51, g3(6) = —105. Nastepnie gj(z) =
—3x% 4+ 122 — 9. Z réwnania gi(z) = 0 otrzymujemy x = 1 lub z = 3, a stad g3(1) = =55 i
93(3) = =51.

Poréwnujemy wartosci funkcji w otrzymanych punktach (tzn. poréwnujemy podkreslone liczby)
i ustalamy warto$ci najwicksze i najmniejsze funkcji f w zbiorze D: wartos¢ najwieksza funkcji
wynosi 3 i jest osiagnieta w punkcie (0, 0), za$ wartosé najmniejsza jest réwna —105 i jest osiagnieta
w punkcie (6,0).



Przyklad 2.

Znalezé warto$é najwieksza i najmniejsza funkcji f(z,y) = (z — 1)* + y*> w zbiorze D,
ktéry jest kotem 2% + 32 < 4.

Jak poprzednio rozwigzanie zadania rozpoczniemy od znalezienia punktow stacjonarnych we-
wnatrz zbioru D. Mamy:
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otrzymujemy jeden punkt stacjonarny A(1,0), lezy on wewnatrz tego kota. Liczymy warto$¢ funkeji
w tym punkcie. Mamy f(1,0) = 0.
Zbadamy teraz funkcje f na brzegu zbioru D, czyli na okregu 22 + y? = 4. Zauwazmy najpierw,
ze f(x,y) = f(—x,—y), zatem badanie wystarczy ograniczy¢ do gérnego poétokregu y = 4 — a2,
€ [—2,2]. Rozwazana funkcja jest réwna

g(z) = flx,V4d—22) = (. — 1)  + (V4 —22)> =5 — 22, 2 € [-2,2].

Jest to funkcja liniowa, wiec wartos¢ najwigcksza i najmniejsza osigga na koncu przedzialu. Stad
g(—2) =9 oraz g(2) = 1.

Poréwnujemy wartosci funkcji w otrzymanych punktach (tzn. poréwnujemy podkreslone liczby) i
ustalamy wartoéci najwieksze i najmniejsze funkcji f w zbiorze D: wartos¢ najwieksza funkcji wynosi
91 jest osiagnieta w punkcie (—2,0), zas warto$¢ najmniejsza jest rowna 0 i jest osiagnigta w punkcie
(0,0).

Zadania do samodzielnego rozwigzania:
1. Znalez¢ wartosé najwiekszg i najmniejsza funkcji f w zbiorze D:

(a) f(z,y) = 2%y — 8z — 4y, D - trojkat o wierzchotkach (0,0), (0,4), (4,0)
(b) f(z,y) = 2* = 2y? D - kolo 2? + y? < 36.

Odpowiedzi. 1.(a) wart.najwicksza 0 w punkcie (0,0), wart.najmniejsza -32 w punkcie (4,0);
(b) wart.najwieksza 36 w punktach (-6,0) i (6,0), wart.najmniejsza -72 w punktach (0,6) i (0,-6).



