Plaszczyzny i proste w R? - éwiczenia CD

Zadanie 1. Znalez¢ miejsce geometryczne punktéw, ktérych odlegtosei od punktéow A = (2,1,4) i B =
(—4,3,2) sa réwne.
Poszukiwane punkty P o zadanej wlasnoséci maja wspotrzedne (x,y, z), ktére traktujemy jako niewia-
— — — —
dome. Zachodzi warunek |AP| = |BP|. Poniewaz AP =[x — 2,y — 1,z —4] 1 BP = [z + 4,y — 3,z — 2],
wiec

V=272 4+ (=12 + (=42 = /(z + 42 + (5 = 3)° + (= — 2
(-2 4+ (y—12+(z—-42=(x+4)*+ (y—3)%*+ (2 — 2)?
2t —dr 44417 —2y+1+22—824+16=22+8r+16+1y> —6y+9+ 22 —42+4
—122 +4y —42 -8 =0,

wiec ostatecznie otrzymujemy
3r—y+2+2=0.

Punkty, ktorych odlegtosci od punktéw A = (2,1,4) i B = (—4, 3,2) sa rowne, tworza zatem plaszczyzne
o rownaniu 3x —y + 2z +2 = 0.
Zadanie 2. Na osi Oy znalez¢ punkt rowno oddalony od ptaszczyzny « : 3x + 6y — 2z —9 = 0 i od punktu
N(1,0,-2).

Réwnanie osi Oy jest postaci x = 0,y = ¢,z = 0,t € R, wigc punkt P nalezacy do tej prostej

—_—
ma wsporzedne P(0,t,0). Korzystajac ze wzoru na odlegltosé punktu od plaszczyzny i faktu, ze PN =
—

[1,—t, —2], warunek d(P, ) = |PN| mozna zapisa¢ w postaci

3-0+6-t—2-0—9
‘ + ’ \/12 2)2
V32462 +
i stad
6t —
| - | 245
|6t — 9% = 49(t* + 5)
13t* 4+ 108t 4+ 164 = 0 ,
skad otrzymujemy dwa rozwiazania t = 2 lub ¢ = —%. Zatem na osi Oy istnieja dwa punkty réwno

oddalone od plaszczyzny « i od punktu N; sa to P (0, 2 O) oraz P»(0,—%2,0).

6z —y+2=0

oprowadzié¢ plaszcezyzne m réwnolegly do osi Ox.
5r4+32—10=0 ©F praszeaysit &1

Zadanie 3. Przez prosta [ : {

Zapiszmy réwnanie parametryczne prostej [. W tym celu nalezy rozwigza¢ uktad réwnan definiujacy
prosta [ traktujac jedna ze zmiennych, np. z jako parametr. Mamy wiec z =t i

6r —y = —t
Sr = =3t + 10 ,

skad x = %(—315—1— 10), a po wstawieniu tego wyrazenia do pierwszego z réwnan otrzymujemy y = ——t—i— 12.
Zatem rownanie parametryczne prostej [ jest postaci

3 _ 13 _

Poniewaz szukana plaszczyzna ma by¢ réwnolegta do osi Ox oraz do [ (bo jedli [ jest zawarta w plaszczyznie,
to jest do niej réwnolegla), to wektory kierunkowe tych prostych rozpinaja ptaszczyzne. Tymi wektorami



S8 Wersor i osi Oz oraz wektor @ = [—%, —%, 1] lub dowolny inny réwnolegly do niego. Wektorem réw-
nolegtym do ¥ jest np. wektor 5u = [—3, —13,5] (wygodniej jest bra¢ ten wektor ze wzgledu na catkowite
wspoéhrzedne). Wystarczy napisa¢ rownanie parametryczne plaszczyzny rozpietej na tych dwéch wektorach
i przechodzacej przez dowolnie wybrany punkt prostej [; niech to bedzie np. punkt odpowiadajacy ¢ = 0,
czyli P(2,12,0). Stad

r = 24s5—31

m:¢y = 12—-13t ,gdziet,s € R.
z = ot

Zadanie 4. Napisa¢ rownanie prostej k przechodzacej przez punkt A(1, —3,2) i przez punkt B przeciecia

prostych
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Proste [; i I mozna zapisa¢ w postaci parametrycznej
lh:x=2t+1,y=—t—2,2=3t,teR oraz lh:x=s—1,y=2s—11,z2=5—-1, seR.

Zwroémy uwage na rozne parametry w obu réwnaniach; tak by¢ musi bo parametry sa niezalezne od siebie,
co wykorzystamy za moment. Punkt B jest punktem przeciecia prostych [y i o jesli istniejg takie ¢ i s, ze
wartos$ci odpowiadajace wspotrzednym x, y, z sg réwne. Zachodzi zatem uktad rownan

24+1 = s-—1
—t—-2 = 2s—11
3t = s-—1

Z pierszego i trzeciego réwnania otrzymujemy natychmiast, ze t = 1, s = 4. Uwaga. Para ta bedzie
rozwiazaniem uktadu jesli spetnia rownanie drugie. Poniewaz tak rzeczywiscie jest, to punkt B otrzymamy
wstawiajac t = 1 do réwnania prostej [; lub s = 4 do réwnania prostej l. Stad B(3, —3,3). Wektorem
kierunkowym prostej k jest wektor AB = 2,0, 1]. Zatem

k:x=14+2t,y=-3, 2=2+t,teR.

Zadanie 5. Znalez¢ punkt B symetryczny do A(5,2, —1) wzgledem plaszczyzny 7 : 2o —y + 32+ 23 = 0.

Zadanie sktada sie z dwoch czesci. Pierwsza to wyznaczenie rzutu prostopadlego punktu A na ptasz-
czyzng m; oznaczmy ten rzut przez A’. W tym celu nalezy wyznaczy¢ prosta [ przechodzaca przez A i
prostopadta do m. Wektorem kierunkowym tej prostej jest wektor normalny ptaszczyzny. Zatem [ jest
postaci

liz=2t4+5, y=—t+2,2=3t—1,teR.
Punkt A’ otrzymaé¢ mozna jako cze$¢ wspdlng [ i 7; wystarczy wiec wstawi¢ do réwnania plaszczyzny
roOwnanie parametryczne prostej. Stad

22t +5) — (—t+2)+3(3t—-1)+23=0,

czyli t = —2. Zatem A'(1,4, 7).

Drugi etap to wyznaczenie na prostej [ punktu B(zp,yp, zp) takiego, ze |AA'| = |A’B|. Najlatwiej
uzyska¢ punkt B zauwazajac, ze dwa wektory ﬂ i :4—’§ maja nie tylko te samg dtugos¢, ale t%_;cen
sam kierunek iwrot. Sg wiec rowne. Zatem ich odpowiednie wspolrzedne sg identyczne. Poniewaz AA" =
[—4,2,—6] 1 A'B = [xp — 1,y — 4, 2z + 7], wiec

IB—1:—4, yB—4:2, ZB+7:—6,

czyli B(—3,6,—13).



Zadanie 6. Znalez¢ punkt B symetryczny do A(4, 3, 10) wzgledem prostej [ : % = yT_Q = Zgg.

Zadanie sktada sie z dwoch czesci. Pierwsza to wyznaczenie rzutu prostopadtego punktu A na prosta
l; oznaczmy ten rzut przez A’. W tym celu nalezy wyznaczy¢ plaszczyzne m przechodzaca przez A i
prostopadta do [. Wektor kierunkowy tej prostej jest wektorem normalnym ptaszczyzny. Zatem 7 jest
postaci 2z +4 + 5z + D = 0. Z faktu, ze A € 7 wynika, ze wspoétrzedne punktu A spetniajg réwnanie
ptaszczyzny. Stad 2-44+4-3+5-10+ D = 0. Mamy D = —70 i ostatecznie

m:2x+4y+52—-70=0.

Punkt A’ otrzymaé¢ mozna jako cze$¢ wspdlng [ i 7; wystarczy wiec wstawi¢ do réwnania plaszczyzny
rownanie parametryczne prostej. Stad

22t +1) +4(4t +2)+5(5t+3)—70=0,
czyli t = 1. Zatem A’(3,6,8).
—_— — —
Drugi etap jest identyczny jak w poprzednim zadaniu. Z faktu, ze AA’ = A'B oraz AA" = [—1,3,-2] i

—

A'B =z —3,yp — 6,25 — 8], wiec
1’3—3:—1, yB—6:3, 23—8:—2,

czyli B(2,9,6).

Zadania do samodzielnego rozwigzania:

1. Obliczy¢ objetosé czworoscianu ograniczonego ptaszczyzng 2z + 3y + 6z — 12 = 0 i plaszczyznami
uktadu wspotrzednych.

2. Znalez¢ roéwnanie plaszczyzny réwnoleglej do « : 2z +y—42+48 = 0 i oddalonej od punktu M(1,2,0)

o v21.

3. Na krawedzi przeciecia ptaszczyzn oy @ 2r —y+2—8=01as: 4x+ 3y — z+ 14 = 0 znalez¢ punkt
P oddalony o 7 od ptaszczyzny (3 : 2o + 3y — 6z — 10 = 0.

4. 7Znalez¢ rownanie plaszczyzny, w ktorej leza dwie proste

it =l = =0 orag [yl = ==L
5. Znalez¢ odleglos¢ punktu A(1, —1,—2) od prostej [ : %3 = %2 = 2%28.

Odpowiedzi: 1. V = 8; 2. 2x +y — 4z + 17 = 0 oraz 2z +y — 42 — 25 = 0; 3. P;(0,—-3,5) lub

Py, -8, —30): 4. 504+ 3y —2—1=0;5. 7.



