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Dotychczas znajdujac rozwiazanie réwnania rézniczkowego liniowego nie-
jednorodnego za pomoca metody przewidywan, prawa strona (funkcja ¢(t))
byta funkcja wielomianowa, trygonometryczna, wyktadnicza lub iloczynem
wymienionych. W przypadku gdy q(¢t) = ¢1(t) + q2(t), to przewidujemy dwa
rozwiagzania szczegdlne réwnania niejednorodnego: o1 (t) oraz pa(t), a calka
szczegblna tego réwnania jest ich suma: ¢(t) = 1 (t) + @a(t).

3.1 Elementy rachunku operatorowego

W tym rozdziale zajmiemy sie rachunkiem operatorowym, czyli dzialaniami
na pewnych odwzorowaniach, ktore wykorzystamy do rozwiazywania linio-
wych réwnan rézniczkowych o stalych wspélczynnikach badz ich uktadow.
Postuzymy sie przeksztalceniem Laplace’a.

Definicja

Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale [0, +00). Transformate La-
place’a funkcji f definiujemy wzorem:

(46) Lif(®) = F(s) = | T Fe -,

gdzie t jest zmienng rzeczywista, a s = x + y.

Wystepujaca we wzorze calka jest niewladciwa, a zatem nie jest okreslona
dla wszystkich funkcji. Jezeli jednak catka (46) jest zbiezna, to funkcje f(¢)
nazywamy oryginalem, a funkcje F(s) - transformata Laplace’a lub obrazem
funkeji f(¢).

Przyktad

Wyznaczy¢ obraz funkcji f(t) = t.

Transformaty niektérych funkeji zestawiono w tabeli:
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Oryginal f(t) | Transformata F(s)
1 :
eat ﬁ
sin bt #
cos bt oy
sinh bt ?E—bg
cosh bt et
1 eat W
e sin bt m
e cos bt ﬁz

Przeksztalcenie Laplace’a posiada szereg wlasnosci, ktore przedstawimy
ponizej: Lintowo$é:
(47)  Llaf(t)] = aL[f(t)]. LIf1(t) + f2(t)] = L[A1(®)] + L1 (2)].

Przyktad
Wyznaczy¢ transformate funkcji: f(t) = cos?3t, cos? 3t = % + %cos 6t.
Zmiana skali:

(15) Lif(at) = - F )

Przyktad
Wyznaczy¢ transformate funkcji: f(t) = sin 4¢.
Roézniczkowanie obrazu:

(49) LI f(1)] = (—1)"F™)(s).

Przyktad
Wyznaczy¢ transformate funkcji: f(t) = t?e=2.
Przesuniecie argumentu obrazu:

(50) L™ f(t)] = F(s — a).
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Przyktad
Wyznaczyé transformate funkcji: f(t) = tet.
Przesuniecie argumentu oryginatu:

(51) Ll{t—71)f(t—71)] =e *"F(s).
0, dlat<0
(52) 1(t) = .
1, dlat>0
Przyktad
Wyznaczy¢ transformate funkcji: 1(¢ —1)e!=1,  1(t—3)t2.,
Catkowanie oryginalu:
t F(s
53) ol [ s(ryar) = 7
0 s
Rozniczkowanie oryginatu:
(54)  LII™ (O] = s"F(s) = 5" f(07) — . = s/ 072 (0F)
Przyktad

Wyznaczy¢ transformaty funkcji: 2/(t) oraz
2’ (t), wiedzac, ze z(0) = 1,2/(0) = —2.
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1(t—7) cost.

= f07D ("),

Ostatnia wlasnoé¢ w polaczeniu z liniowoécia transformaty Laplace’a
pozwala rozwiazywaé zagadnienia poczatkowe réwnan liniowych badz ich

uktadow.
Przyktad

Rozwiaza¢ zagadnienie poczatkowe: 3y — 2y = et — ¢, y(0) = 1/4,

y 4+ vy =sint, y(0) =0.

W rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych za pomoca transformaty La-
place’a pomocne bywa pojecie splotu dwoch funkeji. Niech funkcje f(t) i
g(t) beda calkowalne na kazdym przedziale [0,T], T > 0. Splot funkcji f(¢)

i g(t) okredla sie wzorem:
(55) f@t) *g(t / f(r)gt—7)d

Przyktad
Oblicz splot funkcji f(t) = t? i g(t) = 2t.
Z pojeciem splotu zwiazany jest wzér Borela.
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Twierdzenie

Jezeli funkcje f(t) i g(t) sa oryginalami, to

(56) L{f(t) = g(t)] = LIf(t)] - Llg(t)] Tub
(57) LHL[f(®)] - Llg(®)]} = f(8) * g(t)
Przyktad

Rozwiaz zagadnienie Cauchy’ego: ' + y = sint, y(0) = 0.

Powyzszy sposob postepowania mozna tatwo rozszerzy¢ na réwnania li-
niowe wyzszych rzedéw o stalych wspélezynnikach najczesciej uzupelnione o
warunki poczatkowe. W takim przypadku, stosujac transformacje Laplace’a
do lewej strony réwnania nalezy odpowiednio zastosowaé wzér (54).
Przyktad
Rozwiaz zagadnienie Cauchy’ego: y” — 3y’ = e3¢, 3(0) =0, y/(0) = —1.

4 Uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Uktadem jednorodnym réwnan rézniczkowych liniowych rzedu I o statych
wspblezynnikach nazywamy uktad

Yl = any1 + aigy2 + ... + aipyn
(58) yh = a1y + a2y + ... + a2nYn

Yn = An1Y1 + an2y2 + ... + annYn

Uktad taki czesto daje sie rozwiaza¢ za pomoca metody eliminacji, gdzie
po zrézniczkowaniu jednego z réwnan i wstawieniu do pozostatych otrzy-
mujemy réwnanie liniowe jednorodne o statych wspoétezynnikach rzedu wyz-
szego. Dzialanie metody zilustruje przyktad.

Przyktad
Rozwiazaé¢ uktad réwnan z warunkami poczatkowymi:

(59) , ,

a' =z + by 2(0) =2
y'=-—x—3y y(0) =1



