2.1 Niezaleznos$é catki od drogi catkowania

Przyktad.
Rozwazmy catke [i (2x + 2y)dx + (22 + 3y*)dy, gdzie K; jest odpowiednio:

(a) K jest odcinkiem [—1, 1] taczacym punkty A(—1,0) i B(1,0);
(b) K, jet tukiem paraboli y =1 — 2% z € [-1,1];
(c) K3 jest tukiem okregu z? + y* = 1 laczacym punkty A(—1,0) i B(1,0);

(a) Parametryzacja krzywej K jest postaci z(t) =, y(t) =0, t € [—1,1]. Wtedy

1 1 1
/ (2x+2y)dm+(2x+3y2)dy=/ (2t'1+2t~0)dt=/ 2dt =[] =1-1=0.
K1 —1 -1 -
(b) Parametryzacja krzywej Ko jest postaci z(t) =t, y(t) =1 —*, ¢t € [-1,1]. Wtedy

[ (2 2y)de + (22 4 357 dy = /_11 204+ 1= 12) -1+ (20 4+ 3(1 — 2)2)(~20)] dit =

1 -
/ (66 + 1265 — 61 — 4t + 2) dt = [~ +3t* — 26 — 22 + 2] =0
-1

(c) Parametryzacja okregu 2 +y* = 1 jest postaci z(t) = cost, y(t) = sint, ¢t € [0, 7], przy czym poczatkiem
krzywej jest punkt B, a koncem punkt A. Zatem jest to parametryzacja krzywej —K3. Wykorzystamy
wlasnos¢

/ (22 + 2y)dx + (22 + 3y°)dy = —/ (2z + 2y)dx + (22 + 3y*)dy
K3

— K3
i stad

/ (27 + 2y)dz + (27 + 3y*)dy = — / [Z(COSt +sint)(—sint) + (2cost + 3sin’t)(cos z‘)] dt =
K3 0
— / (—QSintcost —2sin®t + 2cos® L + 3Sin2tcost) dt = — / [—sin2t — 2cos 2t + 381n2tcost} dt =
Jo Jo
- [% cos Qt}g + [sin 2t]5 — / 3sin? ¢ cos tdt = 0
Jo

Czy to przypadek, ze catka po kazdej drodze catkowania daje ten sam wynik? —  nie !

Twierdzenie 7 Jezeli funkcje P(x,y) i Q(x,y) sq¢ ciggle w zbiorze D i majg ciggle pochodne czgtkowe
rzedu pierwszego, to warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby w tym zbiorze catka krzywoliniowa

/K P(z,y)dx + Q(x, y)dy
nie zalezata od drogi calkowania jest, by wyrazenie

Plz,y)dz + Q(z,y)dy
bylo rézniczkq zupetng pewnej funkcji F(x,y), tzn. by spelniony byl warunek

or_
oy  Ox

7 twierdzenia tego wynika nastepujacy wniosek.



Whniosek 1 Jezeli w zbiorze D funkcje P(x,y) i Q(x,y) sq¢ ciggle, majg ciggle pochodne czgstkowe i
spetniajg warunek

or  0Q

oy O
a krzywa K lgczgea punkty A i B oraz odcinek AB lezg w D, to calka krzywoliniowa po krzywej K jest
rowna catce krzywoliniowej po odcinku AB, tj.

B
| Play)dr +QG.y)dy = [ Ple.y)de+ Qla,y)dy .
Wzér w ponizszym wniosku zwany jest uogélnionym wzorem Newtona - Leibniza.

Whiosek 2 Jezeli w zbiorze D funkcje P(x,y) i Q(x,y) sq¢ ciagle i majq ciggle pochodne czqstkowe i
spetniajq warunek

or _ oo
oy Oz’
a I jest rézniczkq zupelng wyrazenia P(z,y)dr + Q(z,y)dy, to

| Play)de+Qa.y)dy = [ dF(z.y) = F(B) - F(4).

Mozemy przeprowadzié¢ analogiczne rowazania dla catki krzywoliniowej wzdtuz krzywej K C R3.

Twierdzenie 8 Jezeli funkcje P(x,y,2), Q(x,y,2), R(x,y, 2) sq ciggle w zbiorze D i majq ciggle pochodne
czgstkowe rzedu pierwszego, to warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby w tym zbiorze catka
krzywoliniowa

/K P(z,y,2)dx + Q(z,y,2)dy + R(x,y, 2)dz
nie zalezata od drogi catkowania jest, by wyrazenie
P(x,y)dx + Q(z,y)dy + R(x,y, z)dz
byla réziniczkq zupelng pewnej funkcji F(x,y, z), tzn. by spetniony byl warunek
or _0Q P _0R 0Q _ Ok
dy Oz’ 0z Ox Iz Oy
Przyktad. Czy wyrazenia
(a) (2zy + 32 + 2)dx + (2 + 3zy?)dy;
(b) (2zyz? 4 2y2)dx + (2222 + dayz)dy + (22%yz + 22y?)dz
sa rozniczkami zupetnymi pewnych funkcji? Jezeli tak to znajdz te funkcje.

(a) Mamy P(z,y) = 22y + 3> + 2, Q(z,y) = 2 + 3zy*. Stad

P
a—:2:10—i-3y2 ?—Q:2x+3y2,

dy ox
czyli
or _
oy Oz’
Zatem istnieje funkcja F'(z,y) taka, ze spelnione sa warunki
oF oF
1) =—=2 P42 2) — = 2% + 3zy*.
(1) 5, =2y +y" + ()Oy x” + 3wy



7 réwnania pierwszego otrzymujemy:

F(r,y) = /(ZTy +y° + 2)dr = 2%y + 2y’ + 22 + p(y).
Rézniczkujac powyzsza funcja wzgledem zmiennej y mamy:

F
g—y = 2°+3zy’+¢' (y).

Biorac pod uwage powyzsza rownos¢ i rownanie (2) mamy
2+ 3y%r + ' (y) = 2% + 3xy>.

Stad ¢'(y) = 0, co jest réwnowazne (y) = c. Tak wiec funkcja F(x,y) jest postaci F(x,y) = 2%y + y*z +
2z +c.

(b) Mamy

P(x,y,2) = 20y2® + 2%z, Q(z,y,2) = 2% +4ayz , R(z,y,2) = 20%yz + 2292 .

Stad
oP oP 0
— =2 dyr , — =dayz+2° —Q = 202% 4 dyz
dy 0z ox
0 OR R
—Q =202 +day , — =dayr+2y° , — =222+ 4day .
0z ox dy
Poniewaz

o _oQ o _0R 0Q _oR
dy 0x’ 0z 0Ox’ 0z Oy’
wiec istnieje funkcja F'(x,y, z) taka, ze
OF

OF F
(1) e 2ay2" + 2y°2, (2) oy 2?2° +dryz, (3) ?3_2' = 20%yz + 2ay”.

Z (1) otrzymujemy
(4) F(x,y,2) = /(2xyz2 + 2y%2)dr = 2°y2* + 219’z + o(y, 2).

Roézniczkujac funkcje F' z réwnosci (4) wzgledem zmiennej y mamy

— = + dayz + ——.

Korzystajac z (2) oraz z pochodnej czastkowej funkeji F' po zmiennej y mamy

0
1?2? + doyz + a_go = 2?22 + dayz |
Y

skad otrzymujemy
dp
dy
Oznacza to, ze funkcja p(y, 2) jest wzgledem zmiennej y funkcja stata, czyli zalezna tylko od zmiennej z.
Zatem ¢(y,z) = a(z). Ponadto rézniczkujac funkcje F'(x,y,2) wyznaczona w (4), wzgledem zmiennej z
mamy i podstawiajac a(z) za ¢(y, z) mamy
oF

i 22%yz + 22 + d'(2).

0.



Poréwnujac z warunkiem (3) otrzymujemy a’(z) = 0, co oznacza, ze a(z) = c. Zatem

F(x,y,2) = 2*y2* + 20y°2 + ¢ .

Przyktad.
Obliczy¢ catke

1= / (2zy — by*)dx + (2* — 15xy* + 6y)dy,
K

po dowolnej krzywej K taczacej punkty A(0,0) i B(2,2).

Zadanie to rozwigzemy na dwa sposoby.
Sposéb 1.
Zauwazmy, ze
P(x,y) = 2zvy — 5y° |, Q(x,y) = 2* — 152y + 6y.

Stad
oP oQ
— =2z — 15y — =2z — 15y°.
Oznacza to, ze funkcja podcatkowa jest rézniczka zupetlna pewnej funkeji F'(x,y). Mamy
oF oF
1) — = 2zy — 5¢° 2) — = 2° — 152y® + 6y.
(1) 5, =22y =5y ’()331 x zy” + 6y

Z warunku (1)
F(x,y) = / 2y — by’dr = x°y — Sxy’ + o(y).

Roézniczkujac wyznaczong funkcje F'(x,y) po zmiennej y i poréwnujac z warunkiem (2) otrzymujemy
v — 15zy% + ¢/ (y) = 2* — 152° + 6y,
co daje p(y) = 3y* + c. Zatem szukana funkcja F(x,y) ma postaé
F(z,y) = 2%y — 5xy® + 3y° +c .
Korzystajac z uogélnionego wzoru Newtona-Leibniza mamy

[= / 22y — 5y*)dz + (2% — 152y + 6y)dy = F(2,2) — F(0,0) =8 — 80 + 12 + ¢ — ¢ = —60.
K

Sposéb I1. Wykazalismy w poprzednim rozwiazaniu, ze funkcja podcatkowa jest rézniczka zupetna pewnej
funkcji F(x,y), co oznacza, ze szukana catka nie zalezy od drogi catkowania. Korzystajac z Wniosku 1
wynikajacego z Twierdzenia 7, mozemy zatem dang caltke obliczy¢ po odcinku taczacym punkty A(0,0) i
B(2,2). Odcinek AB ma parametryzacje

z(t) =t, yly)=t, t€]0,2]
Zatem

2
I = / (2zy — 5y°)dz + (22 — 152y% + 6y)dy = / (—206% + 362 + 6t)dt = [~51* + 15 + 3t%] = —60.
K 0



2.2 Twierdzenie Greena

Moéwimy, ze krzywa K jest krzywa zamknieta, jesli poczatek tej krzwej pokrywa sie z jej koncem. Kazda
zamknieta krzywa gtadka K wyznacza na plaszczyznie dwa zbiory. Zbior ograniczony zwany wnetrzem
krzywej oraz zbior nieograniczony zwany zewnetrzem krzywej. Catke krzywoliniowa po zamknigtej
krzywej K oznaczamy czesto symbolem

P (P(z,9)dx + Q(x, y)dy

K
Zamknietej krzywej K mozemy nada¢ orientacje dodatnia wzgledem wnetrza, gdy przy obiegu krzywej

zbior jest zawsze po lewej stronie, lub ujemna. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9 Jezeli funkcje P(z,y) i Q(x,y) sa ciggle i maja ciggle pochodne czastkowe rzedu pierw-
szego w pewnym zbiorze normalnym D, przy czym brzeg K tego zbioru jest krzywq skierowang dodatnio

wzgledem wnetrza, to
0 oP
gﬁ P(x,y)dz + Q(z,y)d [f (—Q — —) dxdy.
K

Przyktad. Obliczy¢ catke I = § . (2zy — 5y)dx + (2° + y)dy, gdzie K jest okregiem 22 +y* = 4 zoriento-
wanym dodatnio.

Mamy
P(r,y) =2ty =5y , Qr,y)=2"+y,
skad
oQ oP

— =2 — =2r—5.
p r 9y rT—09

Z Twierdzenia Greena mamy

I= QSny 5y)dx + (z* +ydy—ff5da:dy—5|D|
K

gdzie |D| oznacza miare zbioru D, ktérego brzegiem jest krzywa K, czyli pole powierzchni kota D. Ze
znanego wzoru na pole kota mamy

I= g3(2:ry — 5y)dx + (2% + y)dy = 5|D| = 207 .
K

Przyktlad. Obliczy¢ catke
I = gﬁ%arctg%daj + %arctgidy,
K
gdzie K jest krzywsg zamknicta, zorientowang dodatnio, bedgca suma tukéw okregéw a2+4y? = 1, 22442 = 4
i odcinkéw prostych y = x, y = v/3x, lezaca w pierwszej éwiartce uktadu wspotrzednych.

Mamy
Pla,y) = Larctg? . Q(r,y) = ZarctgZ,
Stad
0Q 2 1 2
dr Yy 14 (2\ y  a2+y?
Yy 1+(y) Yy Yy
oraz



Poniewaz zatozenia Twierdzenia Greena sa spetnione zatem

1 y 2 z 2 1 1
I = —arctg=dx + —arctg—dy = - dxdy = ———dzdy.
?:p &% Y gy 4 £f <x2+y2 x2+y2> 4 JJ 2 +y? Y

Zbior D ograniczony przez krzywa K jest wycinkiem pierscienia pomiedzy prostymi, ktére sa nachylone do
osi Or pod katami 7 i %, zatem przy obliczaniu catki skorzystamy ze wspoirzednych biegunowych. Mamy

_ JI dxdy— /2 </f r—l2rdg0> dr = /f%[gp]%dr _ T [In7]? = %IHZ.
4

12




